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开篇说明

这是我针对高考物理写的一份进阶讲义. 所谓进阶, 自然涉及超纲知识. 很

多人认为, 过早地学习超纲知识会导致对课纲内知识的掌握和运用能力不足, 诚

然, 针对数学学科确实如此, 但本人认为物理学科学习部分超纲知识是有益处的.

从功利角度来说, 学习是为了考试, 而考试是限时的, 这就在正确率等衡量维度上

又增添了对速度的要求, 而且从复杂度的角度来看, 速度和正确率是正相关的. 超

纲知识客观上降低了题目求解的难度, 进而可以增加解决部分题目的速度以及正

确率, 这无疑是有益的. 从物理学科素养的培养来说, 高中物理的定量程度严重不

足, 使得其更像是一种对物理的科普而非物理科目的知识, 在整个物理学理论中

连基础都算不上. 相应地体现在试卷上, 要么试卷难度不足, 要么试卷将大学知识

下放来提升题目难度, 这在北京卷中尤为常见, 所以与数学学科中超纲知识不同,

物理学科的超纲知识副作用几乎没有. 反而, 提前学习超纲知识, 有助于培养物理

思维、物理素养、物理直觉, 同时, 为本科阶段的物理学习打下更坚实的基础, 这

对于后续的学习有着极大的帮助.

无论如何, 本讲义依然是针对高中生, 所以讲义中出现的所有内容在高考物

理的选择题、计算题中均有一定的运用. 本讲义配套的课件中有相关的例题. 讲

义一共分为五个部分, 分别是数学、物理思想、力学、电学和解题专题. 数学是

这份讲义的基础内容, 而物理思想是核心板块, 这部分介绍的物理思想很多都贯

穿了从古至今的物理学发展. 力学、电学板块相对独立, 都是对高考题目常考课

外知识以及提升解题速度的知识的讲解. 最后一个板块是对计算题解题技巧方法

的梳理. 本讲义目前没有安排热学、光学以及近代物理板块, 是因为这几个部分

在高考内拓展的空间不大, 并且考试中对这部分的考察非常基础.

version 2 更新

• 此次更新删去了导数相关内容, 其原因是这部分证明太过于数学, 对物理本

身帮助不大.
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• 加入了两个常用矢量公式的讲解：

A · (B ×C)

A× (B ×C) = (A ·C)B − (A ·B)C

• 加入了微分方程的简单介绍. 加入了质量、电荷守恒方程的介绍, 这部分

内容在 2024 年高考中出现. 加入了对离心势能的介绍. 加入了有助于理解

“场”的一个例子. 加入了对安培环路定理的简单介绍. 加入了对势动量的

简单介绍.

• 在很多处地方增加了更为详细的文字说明以提升讲义的可读性.

version 3 更新

• 使用 tcolor 宏包标记了重点内容.

• 对原有内容进行了一些微调.

• 修改了泰勒展开的引入.

• 添加了数学章节的开篇说明.

• 对“对称性”进行了相对更合理的初等定义,并用这种定义导出了动量和角

动量的守恒.

• 全面添加了习题和答案.
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第一章 数学进阶与计算技巧

在物理中, 数学是极为重要的, 因为我们完全无法脱离数学来构建当今的物

理体系. 具体来说, 物理科学乃至所有自然科学的核心就是“预测”, 预测的方式

是“建模”. 为了验证“预测”的正确性, 我们需要将之前定性的描述定量化. 例

如我们要探究抛体的落地的“远近”与固定扔出“方向”和扔出物体的“快慢”

的关系,为了验证我们预测“远近”的正确性,就要规定一定的“远近”作为参考,

这样我们就定义了所谓的单位长度, 进而有了测量. 而背后建模的过程就是研究

各种测量量的关系, 而人们所创建的数学正是研究“数”（当然这里也包括代数、

抽象元素）的运算与关系的. 因此, 研究物理、学习物理需要有良好的数学基础.

在经典的物理理论中, 我们认为世界是连续的, 这说明研究”无穷小”及其

累积效应是定量描述世界的必须. 这种数学就是所谓的微积分. 另一方面, 我们

生存在一个“三维”的世界中, 我们发现很多我们想定义的物理量不能只用一个

“数”来描述, 而是需要三个数, 这背后就是矢量的相关运算. 总的来说, 微积分和

矢量代数是物理中最基本和自然的数学语言. 然而高中阶段的数学对这两方面有

介绍却略显不足（矢量只讲加减和点乘；微积分只讲导数）, 因此, 为了更好的构

建物理图像（不要认为物理图像是定性的或者描述的, 构建清晰的物理图像需要

充足的数学）, 我们在本章补充一些基本的有关微积分和矢量的知识.

9



10 第一章 数学进阶与计算技巧

1.1 导数的运用

1.1.1 微分与积分

导数的一般定义是这样的：

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(h)

h
= lim

∆x→0

∆f

∆x
(1.1)

画出函数图像, 容易发现导数的几何意义是图像切线的斜率, 也就是我们在图像

上取两个非常近的点, 这两个点连线作为斜边, 与 x, y 轴的平行线可以形成一个

小三角形, 而导数就是这个小直角三角形的两个直角边的比值：

f ′(x) = lim
∆x→0

∆y

∆x
(1.2)

当 ∆x → 0 时分子分母都趋向于零, 而这两个很小的量的比值是一个有限的值.

在数学上, 对于分子分母分别都有定义, 即微分, 我们将 ∆x 换成 dx 称作 x 的微

分. 进而省略极限符号, 导数可以写作：

f ′(x) =
df
dx (1.3)

这种写法将导微分的商. 因此, 导数也有“微商”的叫法. 当函数的自变量变化

∆x 时, 函数值的变化可以写成

∆y = y′∆x+B∆x2 + C∆x3 + . . . (1.4)

当 ∆x → 0 时, 后面几项远小于第一项, 所以可以将微分理解为被保留的第一项

(但注意, 这只是一种直观理解, 微分本质并不是一个“量”, 而是一种线性映射!).
微分关系

df = f ′(x)dx (1.5)

为函数 f 的微分. 是一个无穷小量. 根据导数的法则我们可以直接给出微分

的运算法则：

d(u+ v) = du+ dv (1.6)
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duv = udv + vdu (1.7)

上式被称为莱布尼茨法则, 在今后高等数学的很多地方都能见到类似的结构.

事实上, 在很多物理方程的构建中, 我们都采取微元法, 即取“一小块”研究

对象进行研究. 这其实和微分的定义有关. 可以看到, 我们定义微分时, 是取 ∆y

的第一项（线性项）而忽略后面的项的, 而只取线性项在几何上就是所谓的化曲

为直, 微元的很多几何量都可以采用相对简单的几何图形的公式（主要是矩形）

进行计算, 也就使得列出的方程更为简便.

将所取的微元中小量记作微分, 并且不同函数的微分可以自由的相除、约分.

这实际上在数学上是不严格的, 但在大部分情况下上述微分的运算的正确的. 因

此可以忽略一部分数学上的严谨性.

接下来简单介绍一下积分. 我们定义积分符号：∫
df = f + C (1.8)

其中 C 为常数. 将导数的定义带入移项有：∫
f ′(x)dx = f(x) + C (1.9)

这就是不定积分的定义. 可以看出, 求积分是求导数的逆运算, 即我们要找到一个

函数使得其导数是给出的函数. 这个新的函数称之为原函数. 一般我们将已知的

函数写成 f(x), 而它的原函数为 F (x).

更进一步地, 定义定积分：∫ b

a

df = f(b)− f(a) (1.10)

即函数 f 在区间 [a, b] 的变化量. 或者打开写成
Newton-Leibniz 法则 ∫ b

a

f(x)dx = F (b)− F (a) (1.11)

这个式子式就是著名的牛顿-莱布尼茨法则.
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从几何意义上看, 我们要求的就是函数 f(x) 在区间 [a, b] 上的面积. 而我们

发现面积微元的大小等于原函数在函数值上的微小增量, 因此, 我们直接求得原

函数在区间 [a, b] 的函数值的变化量, 就可以得到所求的面积.

积分有许多的运算技巧. 但是, 积分运算对初等函数是不封闭的, 也就是说,

一个初等函数的积分不一定是初等函数. 而且, 事实上, 给出任意一个初等函数,

其有初等函数的积分结果的概率是很小的. 但是, 高中乃至强基阶段, 只需要了解

初等函数的积分即可. 下面给出一些积分公式.

1. 首先是幂函数的积分, 容易想象一个幂函数的原函数也是幂函数. 求导使

得指数减一, 所以积分就需要在原来的指数上加一. 同时注意到求导运算时的系

数变化, 就容易给出 ∫
xndx =

1

n+ 1
xn+1 + C (1.12)

观察这个结果, 我们发下似乎在 n = −1 的情况下这个结果没有定义, 仔细想, 我

们也确实找不到一个幂函数使得其导数为 x−1. 回忆高中函数的求导公式, 我们

发现 lnx′ = x−1 因此有： ∫
1

x
dx = ln |x|+ C (1.13)

加上绝对值是由于 lnx在 x ≤ 0时没有定义,将其拓展为定义在 (−∞, 0)∪(0,∞)

上的函数. 也正是因为这个绝对值的存在, 对 x−1 进行定积分时需要格外小心.

需要积分的上下限是同号的.

2. 三角函数的积分： ∫
sinxdx = − cosx+ C (1.14)∫
cosxdx = sinx+ C (1.15)

需要注意的是正负号.

3.e 指数的积分. ∫
eax+bdx =

1

a
eax+b + C (1.16)

e 指数前的系数来源是我们需要将微分 dx 改成 dax+ b, 这样将 ax+ b 视为一个

新的自变量进行积分, 而 adx = dax+ b, 所以需要在前补上一个 a−1 的系数.
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1.1.2 物理学中的导数

在高中阶段, 为了避免直接使用导数, 通常将导数写成 ∆f
∆x

. 接下来直接给出

一些物理定律的导数形式：

1. 运动学

v =
d
dtr (1.17)

a =
d
dtv (1.18)

2. 动力学

F =
d
dtp (1.19)

一维情况下, 势能和力的关系：

F = − d

dx
V (1.20)

3. 电学：

E = −dΦ
dt (1.21)

U = L
dI
dt (1.22)

物理中, 还有可能碰到其他类型的导数, 下面仅作为介绍给出两种导数, 因为

这些符号可能会在后面出现. 如果难以理解的话, 将它们看作一般的导数即可, 因

为他们具有一般导数的性质.

第一种为偏导数, 针对多元函数 f(x1, x2, . . . , xn). 有：

∂f

∂xi

= lim
h→0

f(x1, x2, . . . , xi + h, . . . , xn)− f(x1, x2, . . . , xi, . . . , xn)

h
(1.23)

即将其他变量视作常数, 仅对某一变量求导. 根据偏导数, 我们可以写出每个自变

量变化 dxi 情况下 f 的变化：

多元函数的全微分

df =
n∑

i=1

∂f

∂xi

dxi (1.24)
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另一种仅针对三元函数：f = f(x, y, z), 将其映射到一个矢量：
梯度

∇f =
∂f

∂x
x̂+

∂f

∂y
ŷ +

∂f

∂z
ẑ (1.25)

其中 ∇ 为算符：

∇ =
∂

∂x
x̂+

∂

∂y
ŷ +

∂

∂z
ẑ (1.26)

对于三维情况, 力和势能有对应的关系：

F = −∇V (1.27)

1.2 泰勒展开与小量近似

1.2.1 泰勒展开

我们之前说过, 微分是一种线性近似. 也就是说, 在函数的某点 x0 处足够近

的区域内, f(x) 与 f(x0) + f ′(x0)(x − x0) 的差别足够小. 那么, 当我们扩大这个

区域, 为了仍然得到较好的近似, 我们就需要考虑 ∆x2 的影响. 现在试图求出这

个系数. 为了简单, 我们认为 x0 = 0.

f(x) = f(0) + f ′(0)x+ Ax2

两边求导数得到

f ′(x) = f ′(0) + 2Ax

根据二阶导数的定义, 我们发现 2A = f ′′(x0). 所以, 就得到了

f(x) = f(x) + f ′(0)x+
f ′′(0)

2
x2

将上述操作类推, 我们就可以得到一个新的函数：

g(x) =
∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n (1.28)
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求之在 x0 处的第 k 阶导数, 容易发现

g(k)(x0) = f (k)(x0) (1.29)

泰勒展开指出, 对于在 x0 处有定义函数, 在 x0 的一定邻域内恒有：

g(x) = f(x) (1.30)

也就是说：

Taylor 展开

f(x) =
∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n (1.31)

这被称为 f(x) 的泰勒展开. 泰勒展开的意义在于, 对于一个给出的函数, 我

们都有办法将其写成幂函数的和的形式. 初等函数中, 幂函数是最好处理的一个

函数, 也是唯一可以手算的函数. 特别地, 当 x0 = 0, 则有：

f(x) =
∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
xn (1.32)

这被称为 f(x) 的麦克劳林展开.

图 1.1: ex 的几项展开

1.2.2 一些函数的泰勒展开

ex =
∞∑
n=0

xn

n!
(1.33)
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sinx =
∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
x2n+1 (1.34)

cosx =
∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
x2n (1.35)

ln(1 + x) =
∞∑
n=1

(−1)n+1

n
xn (1.36)

(1 + x)a = 1 + ax+
a(a− 1)

2
x2 + . . . (1.37)

1.2.3 小量近似

对于 x ≪ 1 的情况下, 有：

x ≫ x2 ≫ x3 ≫ . . . (1.38)

直观来说, 我们不妨考虑一个级数和：

S =
∞∑
n=0

anx
n (1.39)

其中 an ∈ (0, 10) 我们令 x = 0.01 带入, 就可以求得这个级数：

S = a0 + 0.01a1 + 0.0001a2 + 0.000001a3 + . . . (1.40)

如果说我们只需要一个粗略的结果, 精度要求在整数部分, 那么我们可以直接认

为：

S = a0 (1.41)

这样在在整数部分是完全准确的, 与精确结果只在小数点后两位有差距. 如果说

我们希望提高一点精度, 求出简单的

S = S(x) (1.42)

, 那么, 由于 xn 的高阶项只影响到小数点后第 2n 位, 我们完全可以只保留第一

项：

S(x) = a0 + a1x (1.43)
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这个结果与精确结果的差距在小数点后 4 位, 已经是一个非常高的精度了. 如果

在我们考虑问题的范围之内, x 始终远小于 1, 那么普遍的, S(x) = a0 + a1x 明显

是一个比 S(x) 本身（我们甚至无法知道他的函数形式）更好处理与计算的函数,

同时这个近似也能够保证足够的精度, 所以说我们通常采用保留级数和 x 低幂次

项作为近似.

由此, 我们可以对函数进行近似, 只保留泰勒展开的低幂次项. 接下来给出几

个常用的近似：

sinx ≈ tanx ≈ x (1.44)

cosx ≈ 1− 1

2
x2 (1.45)

ex ≈ 1 + x (1.46)

(1 + x)a ≈ 1 + ax (1.47)

第一个近似有明显的几何意义.

从上面的例子中, 我们定义 f(x) ≈ f(0) + f ′(0)x 为对函数 f(x) 的线性化,

是物理各种推导中极为常见的一个操作. 这种操作的巨大优势在求解微分方程时

会得到体现. 但是, 并不是所有函数都能进行线性化的操作, 例如 cosx 这类函数

就无法进行线性化.

1.3 微分方程简介

常微分方程是一类含有微分的方程, 它的一般形式为：

F (x, y,
dy
dx,

d2y

dx2
. . . ) = 0 (1.48)

其中, 出现导数的最高阶数称为微分方程的阶数.

一个微分方程会有很多解, 我们并不需要将每一种解都解出, 通常我们求得

的都是连续且为初等函数的解. 解的一般形式为：

y = y(x, c1, c2 . . . cn) (1.49)
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其中 c1 . . . cn 为待定常数, 需要由初始条件（或称边界条件）决定. n 阶微分方程

会有 n 个待定常数, 因此, 确定一个 n 阶微分方程的边界条件需要有 n 个.

对于一阶微分方程, 最常见也是最好解的就是可分离变量的方程. 此种方程

可以化成：
dy
dx =

f(x)

g(y)
(1.50)

的形式. 解决此种方程只需要两边移项, 积分：∫
g(y)dy =

∫
f(x)dx (1.51)

即可得到结果隐函数的解：

F (x)−G(y) + C = 0 (1.52)

另一种比较常见的是常系数二阶微分方程. 对于这样的二阶微分方程：

y′′ + Py′ +Qy = 0 (1.53)

可以看出, 满足这种微分方程的函数, 它的导数与二阶导数与自己线性相关, 故我

们猜测这是一种 e 指数函数. 我们不妨设这种函数为：y = Aeλx 带回原方程得

到：

Aλ2eλx + PAλeλx +QAeλx = 0 (1.54)

消去 A, eλx 得到：

λ2 + Pλ+Q = 0 (1.55)

这就是常系数微分方程的特征方程. 通常, λ 得解会有三种情况, 我们分类讨论.

λ 有两个实数解. 则方程的解为：

y = A1e
λ1x + A2e

λ2x (1.56)

λ 重根, 则方程的解为：

y = (Ax+B)eλx (1.57)
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λ 有两个复数根. 此时 λ =
−P±i

√
4Q−P 2

2
= λ0 + iω . 则方程的解为：

y = (A cosωx+B sinωx)eλ0x (1.58)

例如简谐振动的微分方程：

ẍ+
k

m
x = 0 (1.59)

特征方程：

λ2 +
k

m
= 0 (1.60)

解得：

ω =

…
k

m
(1.61)

所以：

x(t) = A sin
…

k

m
t+B cos

…
k

m
t (1.62)

再给出一个例子：阻尼振动的微分方程：

ẍ+ 2βx+ ω2
0x = 0 (1.63)

其中 β 为阻尼系数. 特征方程：

λ2 + 2βλ+ ω2
0 = 0 (1.64)

不妨认为 ω0 > β（欠阻尼）, 解得：

λ = −β ± i
√

ω2 − β2 (1.65)

则参考之前的公式就有：

x(t) = Ae−βt cos
(»

ω2
0 − β2t+ ϕ

)
(1.66)

是一个振幅以 e 指数衰减的简谐振动.
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1.4 矢量进阶

矢量叉乘的定义为：

|A×B| = |A||B| sin⟨A,B⟩ (1.67)

方向由右手螺旋定则确定, 即右手手掌指向 A 方向, 四指向 B 方向弯曲, 此时大

拇指指向的方向就是叉乘结果的方向. 根据定义来看, 叉乘没有交换律, 而有反交

换律：

B ×A = −A×B (1.68)

坐标系基矢的叉乘结果：

i× j = k, i× k = −j, j × k = i (1.69)

对于直角坐标系下两个矢量相乘, 可以给出如下公式

(x1, y1, z1)× (x2, y2, z2) = (y1z2 − y2z1, x2z1 − x1z2, x1y2 − x2y1) (1.70)

矢量叉乘的几何意义是两矢量张成的平行四边形的面积, 据此给出一个解析几何

中的常用结论, 即 A(x1, y1), B(x2, y2) 则有：

S△OAB =
1

2
|x1y2 − x2y1| (1.71)

在电学中有很多左手、右手定则, 本质上便是叉乘的结果.

F = qv ×B (1.72)

F = IL×B (1.73)

想要使矢量叉乘的工具发挥作用, 需要牢记矢量的几个公式.

首先是混合积. 即

A · (B ×C) (1.74)
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这个乘积的几何意义是三个矢量张成的平行六面体的体积. 其中 B ×C 是底面

积, 再与 A 点乘就是底乘高.

根据这个几何意义, 我们就容易发现混合积是可换序的, 即：

A · (B ×C) = B · (C ×A) = C · (A×B) (1.75)

但是, 由于叉乘具有反交换律, 所以除了上述三个顺序之外, 其他顺序 ABC 的混

合积与原来差一个负号. 例如

B · (A×C) = −A · (B ×C) (1.76)

第二个就是三重矢积公式：

三重矢积公式

A× (B ×C) = (A ·C)B− = (A ·B)C (1.77)

记住这个公式有一个好用的口诀：“远交近攻”.

下面利用展开证明这个公式.

(A× (B ×C))1

= A2(B1C2 − C1B2)− A3(C1B3 − B1C3)

= (A2C2 + A3C3)B1 − (A2B2 + A3B3)C1

= (A2C2 + A3C3)B1 + A1B1C1 − A1B1C1 − (A2B2 + A3B3)C1

= (A1C1 + A2C2 + A3C3)B1 − (A1B1 + A2B2 + A3B3)C1

= (A ·C)B1 − (A ·B)C1

(1.78)

其余分量同理.
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1.5 复数的简单扩展

1.5.1 欧拉公式

观察三角函数和 ex 的泰勒展开, 发现将正、余弦函数相加后, 每一项的大小

与 ex 的展开均相同, 只差正负号. 注意到复数：

i2 = −1 (1.79)

计算 cosx+ i sinx：

cosx+ i sinx =
∞∑

n=0,2k

(−1)
n
2 xn

n!
+ i

∞∑
n=1,2k+1

(−1)
n−1
2 xn

n!

=
∞∑

n=0,2k

(i2)
n
2 xn

n!
+ i

∞∑
n=1,2k+1

(i2)
n−1
2 xn

n!

=
∞∑

n=0,2k

(ix)n

n!
+

∞∑
n=1,2k+1

(ix)n

n!
=

∞∑
n=0

(ix)n

n!

= eix

(1.80)

于是我们就得到了著名的欧拉公式：

Euler 公式

eix = cosx+ i sinx (1.81)

eiπ + 1 = 0 (1.82)

带入 x = π 后得到的是网上广为流传的版本. 这一个式子中融合了 0, 1, e, π, i 几

个重要的数学常数. 注意到 cosx + i sinx 是复平面上单位圆上的点, 与实轴的夹

角为 x. 因此任意一个复数也可以表示成：

z = |z|ei arg z (1.83)
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实质上, eiθ 乘在复数上得到的新复数是原复数顺时针旋转 θ 度得到的结果.

z′ = eiθz = |z|ei arg zeiθ = |z|ei(arg z+θ) (1.84)

一个复数可以表示复平面上的点, 然而复数的运算又符合四则运算. 这就为解决

质点的平面运动问题提供了极大的便利. 例如带点例子在磁场中运动. 设质点的

复速度为 ṽ, 写出运动方程：

m
d
dt ṽ = iqBṽ (1.85)

两边积分：

ṽ = iv0 exp
ß
i
qB

m
t

™
(1.86)

此处为简化计算认为初速度沿虚轴. 继续积分得到位置：

z =
mv0
qB

exp
ß
i
qB

m
t

™
(1.87)

分别取实部、虚部可以得到 x, y 两个方向上的分运动：

x = Re(z) = mv0
qB

cos qB
m

t (1.88)

y = Im(z) =
mv0
qB

sin qB

m
t (1.89)

直接得到是圆周运动, 并且得到运动半径和角速度：

R =
mv0
qB

;ω =
qB

m
(1.90)

在上述过程中, 我们已经涉及到了函数值为复数的函数. 但函数的自变量 t

一直是一个实数, 因此我们可以利用之前讲到的实变函数的微积分理论处理.

对于一般的问题, 若质点只在二维平面运动, 面对比较简单的复合场, 我们就

可以考虑用复数法求解. 那么, 如何将二维平面的 f 与 f̃ 对应？其实只需要考虑

矢量的两个要素, 大小和方向. 比如力 f 的方向与 v 相同, 那么我们就可以写出：

f̃

|f |
=

ṽ

|v|
(1.91)
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又比如 f 一直指向 y 轴, 那么就有：

f̃ = i|f | (1.92)

只需要利用之前介绍的复数的几何意义, 就可以利用复数写出 f 的方向, 再确定

模长就可以确定 f̃ .

1.6 字母运算

字母运算通常来讲比数字运算更为简单, 方便检查量纲. 因此, 在给出数字的

物理大题中, 尽量字母运算到底最后带入数据计算. 对于一些长过程的物理大题,

一些中间结果非常重要, 例如进入某段新过程的初始速度. 这些中间量要计算出

数字结果, 并将这些中间量设成字母, 作为已知进行接下来的计算. 最后带入中间

量的数字结果.

一些常用的量纲检查：

v = α
√

gL = β

…
GM

L
(1.93)

a = αg = β
v2

L
(1.94)

ω =
α

t
= β

…
GM

L3
(1.95)

E = α
kQ

L2
= βvB (1.96)

这些表达方式不仅可以有效地检查, 也可以简化运算. 可以将一个结果化为

无量纲系数乘量纲项的形式, 这样在同量纲量的加减法时, 就可以化为无量纲系

数的和差乘上量纲项的结果. 一定程度上可以使得计算过程更为清晰明了.
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1.7 习题

习题 1. 已知一个质点的位置随时间变化：

r = (cosωt, sinωt, vt) (1.97)

求其速度.

习题 2. 现有一个从 t = 0 时刻位于原点的质点进行一维运动, 其速度如下：

v = at2 + bt+ c (1.98)

求 x(t).

习题 3. 利用幂函数的积分证明梯形面积公式. 在高考物理中, 通常是将这个操

作反过来：需要用到积分时用梯形面积来计算.

习题 4. 已知一个导体棒在间距为 L 的导轨上运动, t = 0 时刻位于 x = 0 出,

回路总电阻为 R, 空间中有垂直于轨道平面的磁场 B. 已知其位置：

x = v0t+ L0e
−αt (1.99)

求施加在导体棒上的外力.

习题 5. 已知相对论下物质的动能：

Ek =
m0c

2»
1− v2

c2

−m0c
2 (1.100)

验证：当 v ≪ c 时退回到经典动能公式.
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习题 6. 两个同号点电荷带点 Q1 和 Q2, 距离为 L. 一个带电量为 q 的点电荷放

在平衡位置. 求其在附近小振动的周期.

习题 7. 一个电子在匀强磁场 B = B0ẑ 中运动, 其速度为 v = vxx̂ + vyŷ + vz ẑ,

求其受到的洛伦兹力.

习题 8. 一个质量为 m 雨滴从静止下落, 受到重力和空气阻力：f = −kv, 求

x(t). （向下为正方向）

习题 9. 求解临界阻尼振动, 即 β = ω0 的 x(t), 允许有两个待定常数.

习题 10. 一小段电流在磁场中受到安培力：

dF = Idl×B (1.101)

且我们有积分公式： ∫ r2

r1

dl = r2 − r1 (1.102)

试证明, 一段电流在匀强磁场中的受力等价于从头指向尾的, 具有相同电流大小

的直导线的受力.

习题 11.

• 质点受到洛伦兹力和 f = −kv 的空气阻力, 试在复平面中给出质点的复受

力.

• 接上个问题, 求质点的 x(t), y(t), 已知初始时刻 z = mv0
qB

, 速度 v = iv0



第二章 物理学的基本思想

2.1 普通物理学框架

2.1.1 普通物理学简介

普通物理学的内容与高中物理范围相差不大, 只是加入了更多的数学工具,

对高中一些定量说明的内容进行定量计算. 普通物理学分为力学、电学、光学、

热学、近代物理几个板块.

力学主要以牛顿运动定律为框架, 导出能量、动量定理, 并以天体运动和简

谐振动两个重要场景利用牛顿力学导出一些结论.

电学的主要研究对象是“场”, 给出了对于场的基本研究方法. 另外, 普通物

理作为通识性质的课程, 还包含了一部分电路分析的内容.

光学实际上是电学的分支, 因为光的本质是电磁波. 普通物理光学的内容与

高中物理相同, 分为几何光学和波动光学, 加入了几何光学的成像理论, 波动光学

干涉、衍射、偏振的定量计算.

热学的主要研究对象是粒子数在 NA 量级的多体系统, 在这一系统中, 利用

牛顿力学研究每个粒子的运动几乎不可能. 因此热学给出了研究这种数量级很大

的多体系统的方法, 即讨论宏观状态和平均值的表象理论.

近代物理的内容也与高中物理差别不大, 加入了相对论的定量计算.

由此来看, 普通物理中极为重要的三个板块分别为力学、电学和热学, 因为

他们的研究对象各不相同, 针对研究对象的特点给出了新的语言范式.

27
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2.1.2 力学核心

高中物理中, 对于上述所谓新的范式均没有给出很好的物理图像, 只是进行

了一些介绍性的说明, 其实是碍于数学工具的缺乏. 因此, 光学、热学、近代物理

不考计算大题, 只作为选择题出现. 力学、电学会在计算大题中出现, 并且电学只

是给出的新的形式的相互作用.

由此来看, 高中物理的核心是力学即讨论物体间相互作用和运动关系, 并在

不同的物体相互作用的背景下求解物体的运动.

2.2 对称性

对称性在物理中是极为重要的一个概念. 合理利用对称性会使解题变得简

单. 并且深层次的物理指出对称性代表守恒量, 因此现代物理研究相互作用是基

于对称群的, 不同的相互作用是不同对称群的结果.

2.2.1 几何对称

几何上的对称使得多个处于对称位置的分析对象具有相同的方程, 进而具有

相同的运动状态. 这样就可以减少所设未知量, 减少分析对象, 从而简化问题的分

析与求解.

2.2.2 变换对称

变换对称是指, 体系在经过某种变换后不变的性质. 例如空间中存在某一方

向的匀强电场, 则将体系沿垂直电场方向进行平移后没有发生任何变化. 对于行

星绕恒星运动, 以恒星为中心旋转任意角度, 体系也没有任何变化.

上面两个例子给出了最经典的两种变换对称, 即平移对称和旋转对称. “不

变”一词似乎有些含糊, 下面给出一个较为粗浅但正确的规定. 对于无耗散的体

系, 在体系（除去被研究对象）进行该种变换后, 系统的能量用变换后的坐标表
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出后与原来的能量相同.

重力场、电场一般都是平移对称体系, 而引力场则是一种经典的旋转对称.

诺特定理指出, 任意一种变换对称都对应着一种守恒量. 根据之前的定义, 如

果我们对时间进行平移后能量不变, 也就是说能量不随着事件发生改变, 即时间

平移对称对应能量守恒.

下面简单说明平移对称对应动量守恒. 考虑：

V = V (x, y, z) (2.1)

这里不妨假设体系沿 x 方向平移对称. 则有：

V = V (x+ δx, y, z) = V (x, y, z) (2.2)

自然能量也不变. 观察功能关系

F · δx = V (x, y, z)− V (x+ δx, y, z) = 0 (2.3)

得到：

Fx = 0 (2.4)

即水平方向动量守恒. 如果体系是非保守的但也具有平移对称性, 例如磁场力

F = qv × E 就有这种性质. 这种情况下也存在守恒量, 不过不是一般的机械动

量, 而是正则动量. 下面介绍磁场的正则动量, 在磁场中运动的带点粒子任意方向

动量均不守恒, 但具有一定性质的磁场具有正则动量守恒. 写出 x 方向（平移对

称方向）的粒子的的动力学方程, 由于沿 x 方向平移对称, 那么磁场 B = B(y)：

m
dvx
dt = −qB(y)

dy
dt (2.5)

而根据之前给出的数学知识 B(y)dy = du(y), 那么上式改写成：

m
dvx
dt = −dqu(y)

dt (2.6)

移项得到：
d
dt [mvx + qu(y)] = 0 (2.7)
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即；

mvx + qu(y) = Const. (2.8)

守恒. 对比发现, 这个守恒量与动量的量纲相同, 但是又不是经典的动量. 对于匀

强磁场, 这个守恒量为：

mvx + qBy = Const. (2.9)

在高中范围内解决一些电场、磁场符合场中粒子运动较为常用. 在第三章中, 我

们会通过另一种视角导出这个结论.

那么, 对诺特定理的一个运用就是, 如果说系统在某个方向具有平移对称性,

那么通过列出这个方向上的牛顿第二定律, 我们一般就能发现这个方向所对应的

守恒的正则动量.

而对于旋转平移对称性则对应角动量守恒, 或者说正则角动量守恒. 这一点

会在力学一讲中详细说明.

利用守恒量解题比直接求解动力学方程更为简单, 因为守恒量解题时面对的

方程是方程, 而动力学方程则是一种微分方程, 这在数学上严重超纲. 举一个简单

的例子, 磁场中导体杆问题：

m
dv
dt = −B2L2

R
v (2.10)

便是一个微分方程,你会发现你似乎无法用高中阶段的数学知识给出 v = v(t),进

而也就无法解题.

2.3 守恒量

2.3.1 机械能守恒

仅考虑一维运动的质点, 列出其牛顿定律：

m
d
dt

dx
dt = −dV

dx (2.11)
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两边同乘速度得到：

m
dx
dt

d
dt

dx
dt +

dV
dt = 0 (2.12)

发现：
dx
dt

d
dt

dx
dt =

d
dt

1

2

(
dx
dt

)2

(2.13)

带回得到：

d
dt

[
1

2
m

(
dx
dt

)2

+ V

]
= 0 (2.14)

即说明：
1

2
m

(
dx
dt

)2

+ V = Const. (2.15)

三维运动的质点每个方向上均有这一个等式 (我们这里认为每个方向上的势能独

立, 所以可以求和), 对之求和得到：

1

2
mv2 + V = Const. (2.16)

这就是机械能守恒定律.

2.3.2 动量守恒

考虑质点组, 质点间存在两两相互作用, 但没有外力. 列出每一个质点的运动

方程：

mi
dvi

dt =
∑
j ̸=i

Fji (2.17)

每一个质点均如此, 对之求和：∑
i

mi
dvi

dt =
∑
i

∑
j ̸=i

Fji (2.18)

注意到牛顿第三定律：

Fij + Fji = 0 (2.19)

因此前式右边为零. 有： ∑
i

d
dtmivi = 0 (2.20)
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即说明： ∑
i

mivi = C (2.21)

系统动量守恒.

2.3.3 守恒量

以上就是高中阶段两个重要守恒量的推导. 上一节已经说到, 从解题的角度

来说, 守恒量是更容易的一种方法.

观察上述两个推导过程, 我们并没有假设势能、相互作用的具体形式, 而是

根据势能可定义和无外力两个更为简单和广泛的假设, 通过数学上的推导, 得出

了形如：
d
dtf = 0 (2.22)

的结果, 进而 f 就是守恒量.

因此, 守恒量不仅不要求相互作用的具体形式, 而是根据一些普遍的性质推

导出来的, 具有普遍性；而且, 守恒量中一个重要步骤就是根据某量导数恒为零

确定其为一个守恒量, 这在数学上实际上进行了一次积分的操作. 对于一般的运

动方程是二阶微分方程（组）, 既然是微分方程, 就需要导数的逆运算, 即积分,

来求解方程. 而守恒量已经帮助我们进行了一次积分, 而高中题目的设问大部分

就是速度, 而不是给出具体的 r(t), 守恒量相当于直接给出了能得出答案的代数

方程.

在近现代物理中, “力”的观念被淡化, 尤其是在量子力学当中, 描述粒子的

是波函数 Ψ(r, t), 他是关于空间和时间的多元函数. 此时更无法讨论牛顿第二定

律和力. 但是, 我们仍然可以研究动量（p̂）, 能量（Ĥ）随时间的变化, 来研究对

象的行为. 例如大名鼎鼎的薛定谔方程：

ih̄
∂Ψ

∂t
= ĤΨ (2.23)

右边就是能量, 这一方程描述的就是粒子的能量如何控制波函数随时间变化. 求

解这个方程就可以求得粒子的波函数.
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2.3.4 守恒关系

我们之前讨论的内容都是动力学量, 比如动量, 能量的守恒关系, 可以帮助我

们列出方程来解题. 事实上, 物理学中守恒的关系还有很多, 除去动力学量外, 还

有一些基本的“量”是守恒的.

首先是质量. 在牛顿经典力学中, 同一个系统的总质量一定是守恒的. 在处

理简单的牛顿力学问题时, 质量守恒并不常用. 但是在处理流体时质量守恒就变

得极为重要. 接下来我们利用质量守恒推出一个比较重要的等式. 考虑一个确定

的区域 V , 边界上允许粒子的进出. 那么区域内下一时刻的总质量由目前的总质

量和进入体系的总质量决定. 即：

M(t+∆t) = M(t) + ∆M (2.24)

而 ∆M 是由进出这个体系的流量 Q 决定的. 由于一些原因, 我们认为流出这片

区域的流量为正. 那么就有 ∆M = −ρQ∆t 因此两面除以 ∆t, 就有：

dM
dt + ρQ = 0 (2.25)

这被称为质量连续性方程. 更一般地, 如果流量非均匀, 我们通常会用 j 流密度

来描述. 其定义为单位面积单位时间通过的荷元. 利用之前介绍过的偏导数和 ∇

算符可以给出物理中即为常见的连续性方程：

连续性方程

∂ρ

∂t
+∇ · j = 0 (2.26)

还有另外一种情况, 就是我们确定一部分的研究对象, 这部分研究对象占据

的体积在变化, 那么就有：

ρ(t)V (t) = Const. (2.27)

这在对很多流体进行建模时非常有用.
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类似于质量, 电荷、粒子数也是守恒的. 具体形式和质量守恒的方程完全一

致, 这里不再赘述. 在处理电荷和粒子有转移、变化的问题时, 可以考虑列相关的

守恒方程.

2.4 近似

物理学上的近似一部分是数学上的近似, 这背后有严格的数学理论支撑, 即

泰勒展开.

另一部分近似是对过程的近似, 根据数量级忽略某些过程的影响.

下面给出一个例子. 一个长条形的空间中存在磁场, 宽度为 d, 有 d ≪ L. 其

表达式为：

B = B0
y

L
(2.28)

大量带正电 q 的粒子从不同高度, 以相同的速度 v0 入射.

由于 d 很小, 可以忽略粒子在磁场中运动的高度变化, 这是第一个近似. 同

时也由于 d 很小, 粒子在磁场中运动的时间可以忽略. 因此磁场的作用可以等效

为一个冲量. 根据这两个近似进行计算, 半径：

r =
mv0
qB0

L

y
(2.29)

偏转角度：

θ ≈ sin θ =
d

r
=

qB0d

mv0L
y (2.30)

这里的近似是泰勒展开给出的. 继续近似：

tan θ ≈ θ =
qB0d

mv0L
y (2.31)

因此与 y = 0 的交点：

f =
y

tan θ
=

mv0L

qB0d
(2.32)

为定值. 这就是磁聚焦的一种方案. 这一个例子中, 同时体现的数学近似和过程

近似两种近似. 其中, 磁场作用被等效为冲量的近似是著名的脉冲近似.
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2.5 等效

2.5.1 作用效果等效

物理学上, 系统的本质是什么并不重要, 重要的是系统与外界相互作用时体

现的性质. 因此, 对于两个不同的系统, 若这两个系统与外界的相互作用方式完全

相同, 那么这两个系统就可以等效.

例如解决动力学问题中的整体法. 取某一组质点为整体, 这些质点的相对位

置没有变化, 与外界相互作用时与一个质点无异, 便可以将这些质点视作整体, 当

成一个质点来研究.

2.5.2 数学结构等效

考虑下图电路.

L

i

C

列出电路满足的方程：

L
dI
dt +

q

C
= 0 (2.33)

以及：
dq
dt = I (2.34)

化简得到：
d2q

dt2 +
q

LC
= 0 (2.35)

再观察简谐振动的运动方程：

d2x

dt2 +
k

m
x = 0 (2.36)
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除去系数差异外, 方程结构完全相同. 因此, 根据类比我们可以直接得到 q(t) 为

三角函数, 并对比系数直接给出角频率：

ω =
1√
LC

(2.37)

有趣的是, 这里不仅数学结构可以等效, 连能量也可以等效. 磁场能为：

Wm =
1

2
LI2 =

1

2
L (q̇)2 (2.38)

与动能类似；而电场能：

We =
1

2

q2

C
(2.39)

与弹性势能类似. 而 LC 震荡电路本质上也是电场能和磁场能的相互转化.

从上面这个例子可以看到, 数学结构等效的本质就是两个不同的系统满足同

种类型的方程, 直接可以给出其解的形式相同, 完成等效. 通过这种方法, 我们可

以将未知的体系转化为已知的体系, 不需要进行计算就可以得到结果.

2.6 叠加与分解

2.6.1 线性系统

物理学中, 线性是非常良好的性质. 对于一个系统, 如果其满足的方程是线性

的, 称这个系统为线性系统.

例如电路满足的方程：

U = RI (2.40)

其中 R 一般是已知的定值. 而 U, I 满足线性关系, 因此电路就是一个线性系统.

对于暂态电路, 其电流随着时间变化. 但是, 系统满足的微分方程是线性微分方程

（组）, 因此这个系统也是一个线性系统.

对于描述线性系统的函数 f , 其满足的方程应该为：

L̂f = ρ (2.41)
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其中 L̂ 为线性算符, 其定义为：

L̂(λf + µg) = λL̂f + µL̂g (2.42)

例如导数算符：L̂ = d
dx 就是一个线性算符. 首先考虑 ρ = 0 的情况, 这种情况下

我们称系统满足的方程是“齐次”的.

由于线性系统的方程的特殊性质, 考虑两个满足方程的解：

L̂f1 = 0

L̂f2 = 0
(2.43)

则：

L̂(c1f1 + c2f2) = c1L̂f1 + c2L̂f2 = 0 (2.44)

即两个满足方程的解的线性叠加也是方程的解. 这就说明了线性系统是可叠加

的.

相反的, 对于非线性算符, 例如：

L̂f = f 2 − f (2.45)

考虑两个解的叠加：

L̂(f1 + f2) = f 2
1 + f 2

2 + 2f1f2 − f1 − f2 = 2f1f2 ̸= 0 (2.46)

不是方程的解, 也就不能叠加.

对于 ρ ̸= 0 的情况下, 由于线性系统的特殊性, 我们可以对 ρ, 称之为方程的

非齐次项, 也是物理中系统的“源”, 也进行分解. 考虑

L̂f1 = ρ1

L̂f2 = ρ2

(2.47)

则：

L̂(f1 + f2) = L̂f1 + L̂f2 = ρ1 + ρ2 (2.48)

即, 我们可以把描述系统的函数 f 看作是不同的源 ρ 独立存在时系统的解的叠

加.
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2.6.2 叠加原理

下面给出几个线性系统的例子.

第一个是波, 对于绳上的波, 在 (x, t) 处的振幅 ξ 满足波动方程：

∂2ξ

∂t2
− µ

T

∂2ξ

∂x2
= 0 (2.49)

算符：

L̂ =
∂2

∂t2
− µ

T

∂2

∂x2
(2.50)

显然为线性算符, 因此波满足叠加原理.

第二个是电磁场. 电磁场满足麦克斯韦方程组：

∇ ·E =
ρ

ε0

∇×E = − ∂

∂t
B

∇ ·B = 0

∇×B = µ0J + ε0µ0
∂

∂t
E

(2.51)

其中 ∇ 只是特殊的具有矢量性质导数算符, 所以麦克斯韦方程组也是线性方程,

因此电磁场满足叠加原理, 对应的电势也满足叠加原理. 具体来说, 某点处的电场

是所有点电荷在此处产生电场的矢量和.

既然 f1 + f2 是方程的解, 那么 f1 − f2 也是方程的解. 这便是叠加的逆过程：

分解. 当一个系统线性的时候, 我们可以将其分解为很多的简单系统, 分别求解,

再将解叠加即可.

2.7 习题

习题 12. 电荷量为 q 的粒子高速入射宽度为 d 的匀强磁场 B0, 粒子的初速度

为 v0. 试用磁场正则动量求解偏转角.
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习题 13. 试求解如下电路 A,B 之间的等效电阻, 每个小正方形的边的电阻为 r.

A

B

习题 14. 用类比的方法求解电路（思路来自于 2021 北京 T19）

• 试写出闭合开关后, 电路满足的微分方程

• 考虑一个力学问题：一个质量为 m 雨滴从静止下落, 受到重力和空气阻力：

f = −kv, 列出微分方程. 并解出收尾速度.

• 类比这两个微分方程组, 给出电路达到稳态时的电流.

• 试给出电路和力学问题的能量的类比.

R

L

S

E



40 第二章 物理学的基本思想

习题 15. 正则角动量

• 一个带电粒子 q 在磁场 B = B0ẑ 中运动,试说明这个体系具有哪些对称性.

• 已知粒子的角动量定理
d
dtL = r × F (2.52)

试列出此体系下粒子的角动量定理.

• 已知：

r · v =
1

2

dr2
dt (2.53)

试求守恒的正则角动量.

习题 16.

• 设液体以 v1 速度流入高度为 h1 截面积为 S1 的管道, 并从高度为 h2 的截

面积为 S2 的管道流出, 试求流出的速度 v2.

• 试求单位时间内从 S1 流出管道的机械能,以及从 S2 流出管道的机械能. 液

体密度为常数 ρ.

• 试由机械能守恒定律导出伯努利原理：

p1 +
1

2
ρv21 + ρgh1 = p2 +

1

2
ρv22 + ρgh2 (2.54)

其中 p1, p2 分别为两处的液体压强.

习题 17. 本题我们证明任意两个周期相同的圆周运动的和运动仍是圆周运动.

• 试写带电粒子在洛伦兹力下的运动方程, 用 L̂(v) = 0 的形式表达. 求出 L̂.
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• 证明, 任意两个在洛伦兹力下的运动, 其合成仍是一个在洛伦兹力下的运

动.
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第三章 力学进阶

3.1 非惯性系

3.1.1 伽利略变换

平动系

考虑一惯性系 S, 有一相对其平动的非惯性系 S ′. 两个坐标原点的连线为 r0

则质点的位置：

r = r0 + r′ (3.1)

求导：

v = v0 + v′ (3.2)

第一项为牵连速度, 第二项为相对速度. 在求导中, 我们默认了在 S 系中的时间

微分与 S ′ 系的时间微分相同, 即：
d
dt =

d
dt′ (3.3)

这一点无法从实验上证明, 而是过去的人们以大量的生活经验总结出的规律. 同

时, 我们也默认了地面系中看到的 r′ 的变化与 S ′ 中看到的大小方向相同. 这一

点也时由生活经验总结出的规律. 而在后续相对论中, 我们会看到这两个“默认”

其实都不正确. 而这种目前给出的默认而导出的变换称为伽利略变换.

继续求导得到加速度变换：

a = a0 + a′ (3.4)

43
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可以看到, 平动系中的速度和加速度变换都是牵连加相对的形式.

转动系

考虑一惯性系 S, 有一相对其既有平动、又有转动的非惯性系 S ′. 我们认为

在 S ′ 系看来, 某一矢量 A 的导数为：

d
dtA = Ȧx′ x̂′ + Ȧy′ ŷ′ + Ȧz′ ẑ′ (3.5)

为了区分 S 系中的导数, 我们将上式给出的导数加撇, 记为：

d
dt

′
A (3.6)

称之为随体导数. 现在我们计算任意矢量 A 的导数：

dA
dt =

∑
i

Ȧie
′
i +
∑
i

Aiė′
i (3.7)

而其变化以角度变化矢量表示：

de′
i = dθ × e′

i (3.8)

ė′
i = ω × e′

i (3.9)

带回 ( 3.7 ) 式得到：
dA
dt =

d
dt

′
A+ ω ×A (3.10)

我们便得到了一个算符等式：

d
dt =

d
dt

′
+ ω× (3.11)

利用这个等式, 以及最开始的：

r = r0 + r′ (3.12)

求导：

v = v0 + ω × r′ + v′ (3.13)
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这就是速度牵连公式, 继续求导：

a = a0 + ω × (ω × r′) + β × r′ + 2ω × v′ + a′ (3.14)

右边第一项是牵连加速度, 第二项是转动产生的向心加速度, 第三项是角加速度

产生的横向加速度, 第四项是科里奥利加速度.

3.1.2 惯性力

在运动学中, 我们给出了带有角速度的参照系的加速度变换公式 ( 3.7 ), 则

可以写出质点的牛顿运动定律：

F = m (a0 + β × r′ + ω × (ω × r′) + 2ω × v′ + a′) (3.15)

现在, 我们试图直接在非惯性系中求解质点的运动. 为了使得牛顿第二定律仍然

成立, 我们需要对质点受力进行修改, 以至有：

F ′ = ma′ (3.16)

进行移项, 得到 F ′ 的表达式：

F ′ = F −ma0 −mβ × r′ −mω × (ω × r′) + 2mv′ × ω (3.17)

这个表达式有两个含义：质点受到的绝对的力不随参照系改变；在非惯性系中计

算质点受力, 除去质点受到的绝对的力, 还需要引入一种假想力, 使得我们能够得

到正确的运动方程. 这个假想力就是常说的惯性力. 从得到惯性力表达式的过程

中可以看出, 惯性力本质上只是一种数学处理, 并无实际的物理含义. 然而, 在惯

性力本质还未被发现时, 人们已经发现在非惯性系中似乎会受到一种“力”, 因

此, 在以上四项惯性力中, 有两项是有名字的.

f2 = −mω × (ω × r′) (3.18)
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为惯性离心力, 即当质点处在一个旋转参考系时, 会感受到一个向外甩的力, 上述

表达式不能很好地看出离心力的方向, 我们不妨取一种 ω⊥r′ 的情形：利用三重

矢积公式：

A× (B ×C) = (A ·C)B − (A ·B)C (3.19)

得到：

f3 = mω2r′ (3.20)

沿质点位矢向外. 另一个则是科里奥利加速度产生的惯性力, 被称为科里奥利力：
Coriolis 力

f4 = 2mv′ × ω (3.21)

注意叉乘的前后顺序, 与科里奥利加速度相反. 由于地球的自转, 我们也时刻

处在一个旋转参考系中, 而地转偏向力的本质就是科里奥利力, 读者可以自行验

证科里奥利力在南北半球的方向, 与地理中总结出的规律是一致的.

3.1.3 转动参考系的离心势能

我们观察转动参考系中的离心力公式：

f = mω2r′ (3.22)

与弹簧的胡克定律只差一个负号. 那么根据之前给出的力与势能的关系, 离心力

可以对应一项势能, 并且与弹性势能相差一个负号. 对比系数容易得到离心势能

的表达式：

V = −1

2
mω2r2 (3.23)

其中 r 为质点到转轴的距离. 在匀速转动参考系中, 惯性力只剩下了离心力和科

里奥利力, 而我们计算科里奥利力的做功功率：

P = v′ · (2mv′ × ω) = 0 (3.24)



3.2 质点系的二级结论 47

不做功, 所以说, 在旋转参考系下就可以利用“机械能”守恒来解决问题.

接下来给出一个流体静力学的例子. 在重力场下, 液面是与重力垂直的平面,

因为如果有部分表面的液体的重力势能高于其他表面的液体, 重力造成的液体压

强的分布就会导致这块液体受力不平衡, 进而向势能更低的地方运动. 所以据此

我们可以拓展到这样一个结论, 静止液体的表面一定是等势能面. 那么一团正在

旋转的液体表面也一定是等势能面. 在旋转参考系中, 势能由重力势能和离心势

能组成, 那么液体表面就满足方程：

gy − 1

2
ω2x2 = C (3.25)

即：

y =
ω2

2g
x2 + C (3.26)

所以我们得到了一个结论：一团正在匀速旋转的液体的液面形状是一个旋转抛物

面.

3.2 质点系的二级结论

3.2.1 质心

对于质点组, 定义其质心位置为：

rc =

∑
i miri∑
i mi

(3.27)

其物理意义是对各质点的位置关于质量进行加权平均.

对质心的位置求导, 容易得到质心速度：

vc =

∑
i mivi∑
i mi

(3.28)

系统的总动量为：

P =
∑
i

mivi =

(∑
i

mi

)
vc (3.29)
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以质心为参考系,

p′ =
∑
i

mi (vi − vc) = 0 (3.30)

即质心系为零动量系. 根据质心的性质, 可以给出质点组的动量定理：

Fout =
dPc

dt = M
dvc

dt (3.31)

3.2.2 质心动能定理

质点组的动能可以写成：

Ek =
∑
i

1

2
mivi · vi (3.32)

利用相对质心速度改写：

Ek =
∑
i

1

2
mi (v

′
i + vc)

2

=
∑
i

1

2
mi

(
v2c + v′2i + 2vc · v′

i

)
=
∑
i

1

2
miv

2
c +

∑
i

1

2
miv

′2
i +

(∑
i

miv
′
i

)
· vc

=
∑
i

1

2
miv

2
c +

∑
i

1

2
miv

′2
i

(3.33)

仔细观察发现, 前一项为质心动能, 后一项为质点组相对质心的动能. 也就是说,

质点组的动能可以分解为质心动能和相对质心动能的和. 这就是著名的柯尼希定

理.

这个结论并不显然, 因为动能是 v2 的函数, 其是非线性的, 不能像动量那样

随意分解. 这个结论来源于质心系的特殊性. 换句话说, 对于其他任何参考系, 都

不能这样分解动能.

对于动量守恒的质点组, 显然质心动能不会发生变化. 因此, 可以损失的能量

只有相对质心系的动能, 这部分能量被称为资用能. 特别地, 对于二体系统, 资用

能的表达式为：
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资用能

Q =
1

2

m1m2

m1 +m2

v′2 (3.34)

其中 v′ 为二者的相对速度. 这也是完全非弹性碰撞损失的能量.

仿照推导动能定理, 我们可以给出质心动能定理：

dEkc = Fout · drc (3.35)

注意, 这个式子右边是不等于外力对整个体系的做功的.

3.3 天体运动进阶

3.3.1 角动量

考虑某一参考点 O, 定义质点相对该点的角动量为：

L = r × p (3.36)

并且作用于质点上的力关于该点的力矩为：

M = r × F (3.37)

考虑角动量的导数：
dL
dt =

dr
dt × p+ r × dp

dt
= mv × v + r × p

= M

(3.38)

即角动量的导数等于力矩. 这一点可以与牛顿第二定律进行相关的类比. 在天体

运动中, 由于万有引力是有心力, 故相对中心天体, 绕转天体角动量守恒. 这一守

恒量与开普勒定律等价. 下面利用开普勒定律证明之：
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经过 dt 时间, 质点扫过的面积：

dS =
1

2
r × dr (3.39)

任意相等的时间内扫过相同的面积, 等价于面积速度守恒：

dS
dt =

1

2
r × dr

dt =
L

2m
(3.40)

对于绝大多数情况来说, 质量不变, 因此也可以通过开普勒定律证明角动量守恒.

之前我们说过, 对称性对应守恒量, 如何通过旋转平移对称性导出角动量守

恒？我们不妨考虑二维情况. 能量在旋转下不变, 变换为 x′ = x− δφy

y′ = y + δφx

(3.41)

其中 δφ 是一个无穷小的转角. 观察能量：

E =
1

2
m(ẋ2 + ẏ2) + V (

√
x2 + y2) (3.42)

在变换后

E ′ =
1

2
m(ẋ′2 + ẏ′)2 + V (

√
x′2 + y′2) = E (3.43)

这通过对称性容易得到. 读者可以带入变换并忽略二阶小量验证之. 另一方面,

利用偏导数, 我们发现：

−∂E

∂x
δφy +

∂E

∂y
δφx− ∂E

∂ẋ
δφẏ +

∂E

∂ẏ
δφẋ = E ′ − E = 0 (3.44)

而

∂E

∂x
y − ∂E

∂y
x =

dV
d
√

x2 + y2

(
xy√
x2 + y2

− xy√
x2 + y2

)
= 0 (3.45)

带回就有：

δφ
d
dt

(
∂E

∂ẋ
y − ∂E

∂ẏ
x

)
= 0 (3.46)
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δφ 作为一个无穷小量不是零为了使得这个表达式恒等于零, 一定有

∂E

∂ẋ
y − ∂E

∂ẏ
x = L (3.47)

为常数. 具体计算两个偏导数：

∂E

∂ẋ
= mẋ = px;

∂E

∂ẏ
= mẏ = py

带回就会惊人的发现：

L = pxy − pyx = −(r × p)z (3.48)

就是角动量守恒！

在这个过程中, 我们略去了关键的一步, 就是认为

∂E

∂x
+

d
dt

∂E

∂ẋ
= 0 (3.49)

对于更一般的情况我们对这个式子不做证明 (事实上对于性质稍差一些的系统,

这个式子是错误的), 不过读者可以自行带入能量的形式来看看这个式子的物理

意义是什么.

通过这一个例子, 我们可以更深刻地感受到守恒量和对称性之间的紧密联系,

以上的计算方法在未来的理论力学乃至量子力学中都可以用到类似的思想方法,

并且我们可以在数学上更严格的规定“对称”、严谨地证明对称必然对应守恒量.

3.3.2 轨道能

力等于势能的负导数. 根据这一点, 我们考虑一个在引力场中只沿径向移动

的质点, 考虑移动一小段距离引力的做功：

dW = −GMm

r2
dr = −d

(
−GMm

r

)
(3.50)

得到引力势能的表达式（通常规定无穷远处势能为 0）：

V = −GMm

r
(3.51)
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如果高考题中出现有关运用, 会直接给出信息. 接下来考虑圆周运动的质点, 万有

引力提供向心力：

mv2

r
=

GMm

r2
(3.52)

得到质点的动能表达式, 可以求出总机械能, 也就是轨道能：

E = −GMm

2r
(3.53)

只与 r 有关. 当质点进行椭圆运动时, 若椭圆的半长轴为 a, 不加证明地给出：

轨道能

E = −GMm

2a
(3.54)

这两个轨道能的结论在一些变轨问题的选择题中可以很容易地求出不同轨

道的速度关系.

3.4 刚体力学初步

刚体其实就是任意两点间的距离永远不变的质点组, 所以对于刚体, 我们可

以直接使用质点组的相关结论.

刚体的运动可以分为平动和转动. 所谓平动, 就是刚体内各点的相对位置矢

量不随时间变化, 刚体整体平移. 所以对于整个质点组, 有：

Fout = Mac (3.55)

ac 为质心加速度.

但是, 刚体与质点不同的是, 其本身姿态变化也构成运动. 这里只考虑定轴转

动. 定义刚体的角速度矢量沿轴方向, 为 ω, 当质心不动时, 刚体上点的速度满足：

v = ω × r (3.56)
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考虑整个质点组的角动量定理：

d
dt
∑
i

miri × (ω × ri) = M (3.57)

利用三重矢积公式：

A× (B ×C) = (A ·C)B − (A ·B)C (3.58)

并认为 ri⊥ω, 就有： (∑
i

mir
2
i

)
dω
dt = M (3.59)

定义刚体的转动惯量为：

I =
∑
i

mir
2
i =

∫
r2dm (3.60)

则关于转动, 容易写成：

Iβ = M (3.61)

高考题若要涉及刚体, 一般都通过和牛顿定律类比得到.

F ∼ M

m ∼ I

a ∼ β

(3.62)

那么, 类比也就可以得到转动动能：

Tr =
1

2
Iω2 (3.63)

下面证明之：

Tr =
1

2

∑
i

mi (ω × ri) · (ω × ri)

=
1

2

∑
i

miω · (ri × (ω × ri))

=
1

2

∑
i

miω ·
(
r2iω

)
=

1

2

∑
i

mir
2
iω

2

=
1

2
Iω2

(3.64)
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3.5 习题

习题 18. 一个楔形物块 M 放置在光滑地面上, 楔角为 θ. 现在其上静止释放一

个小物块 m, 试确定两个物块的加速度.

习题 19. 设地球的自转角速度为 ωe. 试着给出在纬度为 λ 处, 速度为 v, 密度为

ρ 的风单位体积受到的地转偏向力的大小.

习题 20. 质心系下的碰撞.

• 一个质量为 m 的物块以 v0 撞向静止的质量为 M 的物块. 试求这两个物块

的质心速度.

• 写出质心系中, 两个物块的速度 v′m 和 v′M , 以及一维碰撞后各自的速度.

• 假如质心系中, m 的碰后速度与原速度方向夹角为 θ, 试写出实验室系中两

物块的碰后速度大小.

• 在 m > M 的条件下, 试求上问中实验室系中质量为 m 物块在不同 θ 下可

能的最大偏转角.

习题 21. 一个质量为 m 的物块以 v0 撞向静止的质量为 M 的物块. M 尾部固

连了一个弹性系数为 k 的弹簧. 试求弹簧的最大压缩长度.

习题 22. 二体修正.

• 对于两个质点 M,m, 它们不受外力, 但有内部的相互作用力 fmM . 试说明

他们质心的运动情况, 并证明: 他们的质心始终在二者的连线方向上.
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• 在 m参考系下, 列出 M 的运动方程. 并说明这个运动方程仿佛是一个质量

为 µ 的粒子在惯性系下受到 fmM 作用的运动方程, 并求出 µ.

• 在天体问题中,我们常认为中心天体静止,试给出,若中心天体不静止 (但只

收到绕行天体的作用力) 情况下, 原周期

T = 2π

…
A3

GM
(3.65)

改如何修正. 这里认为 A 不变.

习题 23. 证明:

• 质心系下惯性力做功为零;

• 质心系下惯性力合力矩为零.

习题 24. 阿特伍德机: 一个质量为 M , 半径为 R 的滑轮两侧分别挂上 m1 > m2

重物. 滑轮和绳之间没有相对滑动. 滑轮的转动惯量 I = 1
2
MR2

• 绳子的张力是否在各处都一样?

• 列出两个物块的动力学方程, 除加速带外允许有两个未知变量;

• 用这两个未知变量写出作用在滑轮上的力矩, 并写出滑轮的角动量定理, 不

允许出现新的变量;

• 求系统的加速度.

• 写出 m1,m2 速度为 v 时, 系统的机械能.

• 利用机械能守恒重新计算系统的加速度, 并验证结果一致.
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• 此系统存在摩擦, 请回答为什么仍有机械能守恒.

习题 25. 设在某时刻, 绕转天体 m 有速度 v0, 速度方向与位置不变的中心天体

M 的连线夹角为 θ. 试写出系统的能量和角动量. 并求解近地点和远地点的距离.

(已经假设 E < 0).
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4.1 高斯定理与安培环路定理

对于某一点电荷, 其在 r 处产生的电场为：

E = k
q

r2
r̂ (4.1)

定义立体角微元为：

dΩ =
r̂

r2
· dS (4.2)

其含义是某一块面积, 对于某个点各个方向所占的分量. 可以类比二维平面上角

的定义：

dθ =
dl · θ̂
r

(4.3)

全空间的立体角：取一球面：

Ω =
4πr2

r2
= 4π (4.4)

我们计算： ∫∫
E · dS = kq

∫∫
r̂

r2
· dS = 4πkq (4.5)

定义 ε0 = (4πk)−1 为真空介电常量, 则上式可以写成：
Gauss 定理 ∫∫

E · dS =
q

ε0
(4.6)

57
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这就是高斯定理. 也是真空中麦克斯韦方程组积分形式的第一个方程. 高斯

定理常常运用于对称体系, 选取合适的高斯面, 就不需要计算积分. 下面给出两个

经典的例子.

• 例 1：无限大带电平板, 电荷面密度为 σ. 根据对称性, 其产生的电场只能沿

垂直平板方向. 取一个盒状的高斯面：有：

2SE =
σS

ε0
(4.7)

求出电场：

E =
σ

2ε0
(4.8)

• 例 2：无限长带点直导线. 电荷线密度为 λ. 依然是根据对称性, 其产生的

电场只能沿着径向. 取一个圆柱状高斯面, 高度为 h, 半径为 r, 根据高斯定

理有：

2πrhE =
λh

ε0
(4.9)

得到：

E(r) =
λ

2πε0

r̂

r
(4.10)

对于磁场也有类似的定理, 即安培环路定理, 这里不给出证明：
Ampere 定理 ∮

B · dl = µ0I (4.11)

对于旋转对称的体系, 同样不需要环路积分就可以算出磁感应强度, 例如无

限长直导线：

B2πr = µ0I (4.12)

所以：

B =
µ0I

2πr
θ̂ (4.13)
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以及螺线圈内部的磁场：

Bl = µ0nIl ⇒ B = µ0nI (4.14)

其中 n 为单位长度的线圈匝数.

4.2 场能

物理学认为, “场”是一种物质. 这个定义极为的抽象, 场看不见摸不着, 为

什么能是物质？利用物理语言解释, 就是场本身具有动量和能量, 因此我们认为

场是一种物质. 首先考虑能量, 对于静电场, 我们通常认为能量存在于点电荷中.

但实际上, 场本身就是具有能量的, 这更是与我们普遍的认知不符, 为什么能量能

存在于场中？

图 4.1: 液体表面场

接下来我们给出一个例子, 通过这个例子可以非常直观的感受到场的各种抽

象的特点. 如图, 这是一个液膜体系. 在这个液膜上放入一个硬币, 则硬币会因

重力作用而使得液面下凹, 形成一个向下凹陷的液面. 如果说“硬币”是点电荷

（源）, 那么液膜就是这个硬币产生的场. 如果再放入一个硬币, 这两个硬币间的

液膜会比其他地方的液膜稍低, 使得两个硬币靠近对方一侧的受力变小, 进而引

发两个硬币的相互靠近, 这就是源之间的相互作用, 在静电场中, 这就是库仑力.
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这样, 所谓的液膜就是场这种物质, 那么, 液膜由于拉伸变形, 自然就具有能

量, 这就是我们所说的场具备的能量. 查看这个体系, 就可以直观地看出, 能量并

不完全储存于硬币（源）中, 而是储存于场中的.

事实上, 如果对液膜进行一些近似和建模, 我们发现 (x, y) 处液膜下凹的深

度 z 就是场所对应的“势”, 并且这个势满足的方程与二维静电场满足的方程具

有完全相同的形式.

4.2.1 静电场的能量

电势具有物理意义：将一个点电荷从无穷远移到所在位置所需要的功为：

A = QV (r) (4.15)

同理, 将一个点电荷从一个位置移动到另一个位置所需要的功为：

A = Q(V (r1)− V (r2)) (4.16)

由此, 我们可以认为, 一个存在于电场中的点电荷具有电势能, 通过电势能的改变

我们可以计算电场力对点电荷的做功. 点电荷电势能的形式为：

W = QV (4.17)

两个点电荷相互作用, 我们可以固定一个点电荷不动, 将另一个点电荷移到

相应位置, 也可以将这个点电荷固定不动, 移动另一个. 为了体系的对称性, 我们

将两个点电荷相互作用的电势能写成：

W =
1

2
(q1V1 + q2V2) (4.18)

对于多个点电荷, 我们就可以推广两个点电荷的情形, 即

W =
1

2

∑
i

qiVi (4.19)

注意, 每个点电荷的电势为排除自己以外的所有点电荷在该点的电势. 其物理意

义为构建体系所需要的功, 也是打散体系时, 体系能对外做的功.
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事实上, 能量是存在于场中的. 即, 有电场的地方就有能量. 考虑平行板电容

器. 已知电场能密度仅为电场的函数. 其能量可以通过 Q− U 图的面积求得：

W =
1

2
CU2 (4.20)

其中有电容的表达式：

C =
ε0S

d
(4.21)

以及 E = Ud 带入得到：

W =
1

2
ε0E

2Sd (4.22)

最后一项为体积, 则电场能密度：

we =
1

2
ε0E

2 (4.23)

利用高中的 k 可以写成：

we =
1

2

E2

4πk
(4.24)

4.2.2 磁场的能量

考虑电感电流从 0 I 的过程, 依然是根据图像可得：

W =
1

2
LI2 (4.25)

根据安培环路定理：

B = µ0
N

L
I ⇒ I =

BL

µ0N
(4.26)

所以磁通量：

Φ = NBS = µ0
N2

L
SI (4.27)

因此电感：

L = µ0
N2

L
S (4.28)

带入得到：

W =
1

2

B2

µ0

LS (4.29)
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场能密度：

wm =
1

2

B2

µ0

(4.30)

4.3 “势”的观点

势能本身并不属于在场中的粒子, 而是粒子和场所共有的. 在无外场时, 粒子

的动能守恒, 而引入一个力场后, 我们发现粒子的动能似乎不守恒, 通过对牛顿定

律的一些操作, 我们发现只要为粒子和场引入一种描述其相互作用的势能 V 后,

势能与动能之和便是守恒的.

这说明场本身是具有能量的, 粒子的引入改变了全空间的场, 使得总能量发

生了改变. 而力场 F (x, y, z) 的性质足够好, 使得粒子和场所具有的总能量只与

粒子的位置有关. 因此, 所谓“势”, 其实就是位置.

之前提到过, 有些场也是具有动量的. 所以, 粒子的动量不守恒, 但粒子和场

的总动量守恒. 但是, 碍于数学, 高中对“势”的观点在动量方面推广没有涉及.

参考势能, 我们可以引入“势”动量, 引入的条件也可以类比势能的条件：即力场

的冲量只与粒子的初末位置有关.

如果力仅是位置的函数, 一般是不满足这个条件的, 因为我们考虑粒子以相

同轨迹但是不同速度从一个点运动到另外一个点, 力的冲量显然不同. 但是, 如果

力与速度呈线性关系, 势动量就可以存在了.

最经典的, 磁场, 磁场力可以写成：

F = qv ×B (4.31)

对于匀强磁场, 计算其冲量

I =

∫
Fdt =

∫
qdr ×B = q (r2 − r1)×B (4.32)

考虑动量定理：

p2 − p1 = q (r2 − r1)×B (4.33)
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移项得到：

p2 + qB × r2 = p1 + qB × r1 (4.34)

那么, 粒子和场所共有的“势动量”就是 qB × r “总”动量, 或者说正则动量守

恒：

p+ qB × r = P (4.35)

对于非匀强磁场, 上述操作就比较困难了, 通过更深入的物理理论可以证明, 任意

形式的磁场下, 粒子的广义动量：
带电粒子的正则动量

P = p+ qA (4.36)

其中 A 为磁矢势.

再例如空气阻力 f = −kv, 通过类似的推导, 可以导出：

P = p+ kr (4.37)

守恒.

更一般地, 对于某种存在上述种类相互作用的“场”, 可以认为有动量和能

量储存在场中, 而粒子进入场与其交换动量和能量. 而由于场具有能量和动量, 所

以说“场”也是一种物质. 因为他可以和狭义上的物质发生相互作用.

4.4 电磁感应和功能关系

4.4.1 法拉第电磁感应定律严格推导

法拉第电磁感应定律指出：

E = −dΦ
dt (4.38)

即闭合回路的电动势等于磁通量变化. 高中阶段并未对这一定律与变化的磁

场产生电场进行严格区分. 只是分为动生电动势和感生电动势两项.
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其中, 动生电动势的本质是切割磁感线产生的洛伦兹力形成的等效电场, 而

感生电动势才是真正的变化的磁场产生电场. 下面分别计算这两项. 首先根据麦

克斯韦方程组有： ∮
E · dr = −

∫∫
∂B

∂t
· dS (4.39)

接下来每一处的洛伦兹力的等效电场为：

E′ = v ×Bl (4.40)

则： ∮
E′ · dr =

∮
v ×Bl · dr =

∮
dr × v ·Bl (4.41)

在 dt 时间内, 面积变化：

d′S =

∫
v × drdt (4.42)

因此： ∮
E′ · dr = −

∮ d′S

dt ·Bl (4.43)

将两个式子求和：

E =

∮
(E′ +E) · dr = −

[∮ d′S

dt ·Bl +

∫∫
∂B

∂t
· dS

]
= −dΦ

dt (4.44)

这个推导并不要求高中生掌握, 但进行这个推导的原因是想说明, 法拉第电

磁感应定律和变化磁场产生电场有本质上的区别 (在同一参考系下), 前者是变化

磁场产生的电场和切割磁感线产生电动势的总和. 在进行计算时, 只需要对磁通

量求导数即可, 如果同时考虑切割磁感线和磁通量的导数将会得到错误的结果!

4.4.2 安培力做功与反电动势做功相等

安培力的本质实际上是洛伦兹力. 洛伦兹力不做功, 但是安培力却可以做功,

洛伦兹力有两个效果, 一个是安培力, 另一个是产生反电动势, 这两部分的做功之

和为零.
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考虑一个垂直于磁场 B 运动、长度为 l 的导体棒, 速度为 v. 这根导体棒载

有电流 I, 其大小由微观表达式决定 I = nqSve. 反电动势的做功的功率为：

P1 = l (v ×B) · (nqSve) (4.45)

安培力的做功的功率为：

P2 = lnqS (ve ×B) · v (4.46)

现在计算二者的求和, 根据三重标积的轮换公式：

P1 + P2 = nqSl [(v ×B) · ve + (ve ×B) · v]

= nqSl (ve × v + v × ve) ·B = 0
(4.47)

题目中有时计算电阻发热, 其实反电动势的做功, 可以通过这一结论转化为安培

力做功的计算.

4.5 电路

4.5.1 基尔霍夫方程组

由于电场是保守场, 所以沿电路一圈的总电压变化应该是零. 下面规定, 沿着

电流方向, 经过以下不同元件的电压变化如下：

UR = −RI (4.48)

UL = −L
dI
dt (4.49)

UC = − q

C
(4.50)

电源从正极到负极电压变化为 −E, 反之则为 E. 则对电路中任意一个闭合回路,

都有： ∑
i

Ui = 0 (4.51)
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这是基尔霍夫回路方程. 以及对于某个点, 流入总电流等于流出总电流：∑
Iin =

∑
Iout (4.52)

以上两种方程共同构成电路的基尔霍夫方程组. 通过数学上可以证明, 基尔霍夫

方程组是完备的, 即, 方程组未知数的个数总是等于独立方程的个数.

4.5.2 戴维南定理

然而, 基尔霍夫方程组能够求解每一个未知量. 但解题过程中我们可能并不

需要所有的未知量. 因此, 充分简化电路相对完备的解法更为重要.

下面介绍戴维南定理, 也称为等效电压源定理. 对于某一个二端电路体系, 其

总可以等效为一个带有内阻的电源. 其内阻就是整个电路体系的等效电阻, 而电

动势就等于电路的开路电压.
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接下来通过一个例子来说明. 考虑如下电路：如果我们只希望求解 R 上的电

E1

r1

R

E2

r2

流, 可以将 R 以外的体系等效为一个电源. 其内阻为等效电阻, 为两个电阻并联,

就是：

r =
r1r2

r1 + r2
(4.53)

开路时, 两端电压为：

U = E2 − r2
E2 − E1

r1 + r2
=

r1E2 + r2E1

r1 + r2
(4.54)

再对等效后的电路使用闭合回路欧姆定律, 得到电流：

I =
U

r +R
=

r1E2 + r2E1

R(r1 + r2) + r1r2
(4.55)

下面再通过解基尔霍夫方程组求解, 作为对比. 设左边回路电流为 I1, 右边

回路电流为 I2, 对左右两个回路分别列回路方程：

E1 − I1r1 − (I1 − I2)r2 − E2 = 0 (4.56)

E2 − (I2 − I1)r2 − I2R = 0 (4.57)

可以解得：

I2 =
r1E2 + r2E1

R(r1 + r2) + r1r2
(4.58)

同时, 此题也可以利用之前所说的叠加和分解原理. 由于基尔霍夫方程组是

线性方程组, 整个电路体系也是线性的. 下面证明之.
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我们不妨认为各个回路中的电压 Un 已知, 电流 In 未知. 那么基尔霍夫方程

组总可以写成：

Ii =
n∑

j=1

aijUj (4.59)

定义电流“矢量”和电压“矢量”：

I = (I1, I2, . . . , In)
T (4.60)

U = (U1, U2, . . . , Un)
T (4.61)

那么上述线性方程组就可以写为：
I1
...

In

 =


a11 · · · a1n
...

. . .
...

an1 · · · ann



U1

...

Un

 (4.62)

其中,矩阵 aij 记为 [A],将 [A]视作作用在矢量上的算符,其显然是一个线性

算符. 所以, 我们可以将电压矢量分解为：


U1

...

Un

 =
n∑

i=1



0
...

Ui

...

0


(4.63)

通过这一分解, 我们就可以分别求解只含有一个电源的电路, 在将所求得的

电流叠加即可.

回到这个例子的电路, 我们可以将电路分解为两个电路：和 我们发现这两个

电路都是简单的并联电路, 电流：

I1 =
E1

r1 +
Rr2
R+r2

r2
R + r2

=
E1r2

R(r1 + r2) + r1r2
(4.64)

I2 =
E2r1

R(r1 + r2) + r1r2
(4.65)
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E1

r1

Rr2

r1 R

E2

r2

所以所求电路的电流为：

I = I1 + I2 =
E1r2 + E2r1

R(r1 + r2) + r1r2
(4.66)

4.5.3 交流电的复数解法

之前通过复数已经表明, 复数可以代表二维平面上的旋转. 交流电的时间因

子就可以看成复数在实轴上的投影, 即：

cosωt = Re eiωt (4.67)

对于电感元件, 满足：

L
dI
dt = U0 cosωt (4.68)

则电流与电压满足：

I =
U0

ωL
sinωt =

U0

ωL
cos
(
ωt− π

2

)
(4.69)
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引入复阻抗, 既可以表示元件对电流的阻碍作用, 又可以表示元件对电压和电流

相位差造成的影响. 那么容易看出电感的复阻抗为：

ZL = ωLeiπ2 = iωL (4.70)

类似地, 电阻的复阻抗就是 R, 而电容的复阻抗就是：

ZC =
1

iωC
(4.71)

这样, 交流电路的解法就与直流电路完全相同. 基尔霍夫方程组, 阻抗的串并联公

式都可以直接使用.

下面给出一个最简单的例子, 即 RLC 串联电路. 计算总的复阻抗：

Z = R + i

(
ωL− 1

ωC

)
(4.72)

则电路的电流：

I =
U0»

R2 +
(
ωL− 1

ωC

)2 ei(ωt−φ) (4.73)

其中：

φ = arctan
ωL− 1

ωC

R
(4.74)

当 ω = 1√
LC
时电路中的电流最大, 称该角频率为谐振角频率.

对于任意一种周期电信号 U , 根据傅里叶级数理论, 我们总能将其分解为三

角函数的和：

U(t) =
∞∑

n=−∞

ane
inω0t (4.75)

电路总的阻抗可以写成：

Z = a(ω) + ib(ω) (4.76)

电源不同频率的成分对电路电流造成的影响就会不同, 因此也就会产生低通、高

通等不同的电路性质.
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4.6 习题

习题 26. 试给出引力场的高斯定理. 已知:

G = −GM

r2
r̂ (4.77)

习题 27. 用高斯定理证明: 带电球壳对内部点电荷的作用力为零.

习题 28. 三个点电荷 q 位于边长为 a 的正三角形的三个定点上, 求他们的相互

作用势能.

习题 29. 电量为 q 的质点 m 同时受到洛伦兹力和 f = −kv 的空气阻力, 试求

守恒的正则动量.

习题 30.

• 定义冲量矩为:

J = r × I (4.78)

试求出质点在匀强磁场中从 r1 移动到 r2 过程中洛伦兹力的冲量矩. 已知

磁场垂直于质点运动的平面.

• 写出上述过程中质点的角动量定理，并找出具有角动量量纲的守恒的正则

角动量.
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习题 31.

• 一个半径为 a, 电阻为 R 的导体环以匀速 v0 沿 z 轴运动. z 方向上的磁场

大小为 Bz = B0
z
h
, B0, h 均为常数. 试着求出回路的电动势和电流.

• 以切割磁感线产生电动势的视角看, 距 z 轴 a 处的径向磁场 Br.

• 取任意一个半径为 a, 高度为 L 的圆柱体, 试计算各个面的磁通量并证明其

和为零 (注意正负号: 穿入为负, 穿出为正). 这个结论可以推广到更普遍的

情形, 即磁场的高斯定理: ∮
B · S = 0 (4.79)

习题 32. 导体棒在安培力作用下动能由 1
2
mv2 变为了 1

8
mv2, 求电路的发热量

Q.

习题 33. 求解如下电路各处电流, 已知每个边框处都有电阻 r. 这个例子说明,

戴维南定理和基尔霍夫方程组各有优势, 应该灵活选取求解方法.

E1

E2
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习题 34. 复阻抗 Z = a + ib, 如果 b > 0, 称电路是电感性的; b < 0 则称电路是

电容性的. 讨论 RLC 串联电路在不同角频率下的容感性.
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第五章 解题方法专题

本专题以一道模拟题为例, 谈高考物理计算题的解题策略与方法. 题目如下：

图 5.1: 2024 朝阳二模 T19

5.1 题目信息

做题首先就要阅读题目给出的信息. 题目信息通常是用于列方程.

例如本题给出了电感、电容的能量, 明显就是提示解题过程中需要列能量方

程. 题目给出了电感电动势的表达式, 提示解题过程中需要列闭合回路的电路方

75
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程.

接下来阅读题目情景, 注意题目给出的所有已知量及字母, 不要使用未给出

的量或者思维定式使用平常做题的字母.

5.2 解题过程

读完题目后, 不要着急列方程, 先分析题目给出的物理情景和过程. 分析清

楚过程之后再考虑列方程.

本题的第一问, 开始时回路中没有电流, 金属棒开始在重力作用下下落. 在金

属棒获得速度之后, 切割磁感线使回路中产生电流, 这个电流通过金属棒又会产

生安培力. 开始时安培力较小, 金属棒加速下落, 安培力逐渐增大, 最终安培力增

大到与重力相等, 物体匀速运动.

分析清楚物理情景后, 就可以找描述过程的方程、转化条件. 列方程, 首先

考虑守恒量, 即动量和能量的方程. 随后观察能动量方程中除去所求量以外的未

知量, 考虑这些量满足的方程, 即可列出全部解题所需的方程.

本题第一问不要求分析过程, 只需求出最终速度即可. 列出瞬态方程即可.

最终速度不变, 转化为受力平衡方程, 就可以列出：

mg = BId (5.1)

而我们发现这个方程中电流未知, 因此要考虑电流满足的方程. 容易想到列电路

方程：

RI = Bdv1 (5.2)

直接将第二个方程带回第一个方程就可以解得：

v1 =
mgR

B2d2
(5.3)

再看第二问, 分析物理过程之后列方程. 由于整个运动的时间难以求解, 重力

冲量无法计算, 所以考虑能量（这也可以由题目信息直接想到）. 本问中, 重力做
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正功, 磁场力不做功, 重力势能的变化转化为物体的动能和电容的能量, 因此：

mgh =
1

2
mv2 +

1

2
CU2

0 (5.4)

题目给出了电压, 本方程中速度未知, 考虑速度满足的方程. 仍然是考虑电路的方

程：

U0 = Bdv (5.5)

带回第一个方程, 解得：

h =
1

2

U2
0

B2d2g
+

1

2

CU2
0

mg
(5.6)

第三问是本题最难的一问. 整个运动过程不单调, 难以分析. 所以, 在中间过

程比较复杂时, 更要考虑守恒量和瞬态方程. 首先, 达到最大速度时, 加速度一定

为零, 因此最大速度时受力平衡就是很重要的瞬态方程, 也是突破口.

mg = BId (5.7)

仍然是之前的思考方式, 本式中电流未知, 因此考虑电流满足的方程. 电流其实满

足两个方程, 一个是能量, 一个是电路. 然而, 能量方程涉及到重力势能做功, h的

求解就需要整个过程的分析. 这是本题第二个难点.

考虑电路方程：

L
dI
dt = Bdv (5.8)

我们发现这是一个关于电流导数的方程, 并且本式在此题过程中恒成立. 那么对

此, 有一个重要的操作：当

α
df
dt = β

dg
dt (5.9)

恒成立时, 就有：

α (f − f(0)) = β (g − g(0)) (5.10)

本质上就是两边同时积分, 或者是高中所谓的微元求和. 这种操作其实是超纲的,

但不少题目默认这种方法合理. 所以, 对于这一题目, 右边是位移的导数, 初始时

刻电流为零, 所以有：

LI = Bdh (5.11)
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此时发现 h 未知, 就可以考虑能量方程.

mgh =
1

2
mv22 +

1

2
LI2 (5.12)

考察三个方程, 只有三个未知数 v2, h, I , 可以解出 v2.

对于多元方程组的求解, 有一个重要的提升速度的思路, 就是以想求的自变

量为核心. 例如本题只要求 v2 即可, 那么就试图将所有的未知量都拿 v2 和其他

已知量表示, 在统一带到一个方程中, 就可以最快解出 v2. 首先第一个方程可以

直接求出：

I =
mg

Bd
(5.13)

带到第二个方程：

h =
mgL

B2d2
(5.14)

带到第三个方程就算出：

m2g2L

B2d2
=

1

2
mv22 +

1

2
L
m2g2

B2d2
(5.15)

解得：

v2 =
g
√
mL

Bd
(5.16)

此题还有一个方法, 即不考虑瞬态受力平衡得方程, 由能量守恒求解运动.

E =
1

2
mḣ2 −mgh+

1

2
LI2 (5.17)

而电流 I 满足式（5.11）, 带回得到：

E =
1

2
mḣ2 −mgh+

1

2

B2d2

L
h2 (5.18)

将后面两项配方：

E +
1

2

m2g2L

B2d2
=

1

2
m

[
d
dt

(
h− mgL

B2d2

)]2
+

1

2

B2d2

L

(
h− mgL

B2d2

)2

(5.19)
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与简谐振动的能量形式完全相同, 因此导体棒的运动是一个简谐振动. 考虑初态

有 v = 0, h = 0, I = 0, 所以 E = 0. 简谐振动速度最大时处于平衡位置, 右边第

二项为零, 所以有：
1

2

m2g2L

B2d2
=

1

2
mv22 (5.20)

也可以解得：

v2 =
g
√
mL

Bd
(5.21)

此时的思想就是数学结构等效.

接下来总结一下列方程. 方程的来源有两个, 一个是高中所学的知识, 另一个

是题给信息. 而列方程时重点要考虑守恒量和瞬态方程, 尤其是第二个, 很多情况

下是破题和简化题目的关键. 当题目需要列出多个方程时, 不要通过头脑风暴来

找方程, 而是应该通过观察已经列出的方程, 找出其中还不能表达出来的量, 针对

这些量列方程. 最后注意未知数数量和方程数量的关系, 方程不够就开始算非常

浪费时间.

最后谈一下高中涉及微元（也就是微积分）的情况, 一个是这道题第三问所

用到的：当

α
df
dt = β

dg
dt (5.22)

恒成立时, 就有：

α (f − f(0)) = β (g − g(0)) (5.23)

另一个是： ∑
f∆f (5.24)

这个求和可以通过计算三角形或者梯形的面积求得：

f2∑
f1

f∆f =
1

2

(
f 2
2 − f 2

1

)
(5.25)
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第六章 习题解答

6.1 第一章习题

解答 1.

ṙ = (−ω sinωt, ω cosωt, v)

解答 2.

x(t) =

∫ t

0

(aτ 2 + bτ + c)dτ =
1

3
at2 +

1

2
bt2 + ct

或者使用不定积分

x =

∫
(aτ 2 + bτ + c)dτ =

1

3
at2 +

1

2
bt2 + ct+ C

利用 x(0) = 0 解出 C = 0 得到结果.

解答 3. 假设直线方程为:

y =
b− a

h
x+ a

则面积

S =

∫ h

0

(
b− a

h
x+ a

)
dx =

1

2
(a+ b)h

解答 4.

首先计算其运动学特征. 速度

v =
dx
dt = v0 − αL0e

−αt

a =
dv
dt = α2e−αt

81
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考虑牛顿第二定律:

F − BIL = ma

电流满足方程

IR = BLv

⇒ F − B2L2

R
v = ma

带入之前求得的速度和加速度就有:

F (t) =
B2L2

R

(
v0 − αe−aαt

)
+mα2e−αt

特别地, 如果我们想要求 F 是恒力, 就有

α = −B2L2

mR

这样, 我们就求解出恒力作用下物体的运动:

x =
FR

B2L2
t+ L0e

−B2L2

mR
t + C

有两个待定常数.

解答 5. 利用小量展开公式:

(1 + x)−1/2 ≈ 1− 1

2
x

则当 v/c ≪ 1 时,

Ek = m0c
2

((
1− v2

c2

)−1/2

− 1

)
≈ m0c

2

(
1 +

1

2

v2

c2
− 1

)
=

1

2
m0v

2

解答 6. 显然平衡位置为 L
2
. 考虑点电荷在平衡位置偏离一个距离 δ, 有 δ/L ≪

1. 受力变化为

F = − kQq(
L
2
− δ
)2 +

kQq(
L
2
+ δ
)2

= −4kQq

L2

((
1− 2δ

L

)−2

−
(
1− 2δ

L

)−2
)

≈ −4kQq

L2

(
1 + 2

2δ

L
− 1 + 2

2δ

L

)
= −32kQq

L3
δ
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则利用简谐振动的周期公式得到:

T = 2π

 
mL3

32kQq

解答 7.

F = −ev ×B

代入题目条件:

F = −e(vxx̂+ vyŷ + vz ẑ)× (B0ẑ) = eB0(vxŷ − vyx̂)

解答 8. 容易列出牛顿第二定律:

m
dv
dt = mg − kv

这是一个可分离变量的微分方程, 分离变量得到:

d(mg − kv)

mg − kv
= − k

m
dt

两边定积分得到

ln mg − kv

mg
= − k

m
t

⇒ v =
mg

k

(
1− e−

k
m
t
)

解答 9. 微分方程为

ẍ+ 2βẋ+ ω2
0x = 0

对应的特征方程为

r2 + 2ω0r + ω2
0 = 0 ⇒ r = −ω0

这是重根的情况, 则根据之前的公式就有:

x(t) = (At+B)e−ω0t

解答 10. 这段电流的受力为:

F =

∫ r2

r1

Idl×B = I

(∫ r2

r1

dl
)
×B
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利用积分公式就有

F = Id×B

其中 d = r2 − r1. 这就证明了题目的结论.

解答 11.

• 空气阻力的复力:

f̃ = −kṽ

则总的复力为

F̃ = (iqB − k)ṽ

•“复”牛顿第二定律为

m
dṽ
dt = (iqB − k)ṽ

分离变量积分得到

ṽ = iv0e
iqB−k

m
t

那么

r̃ =

∫ t

0

ṽdt = imv0
iqB − k

(
e

iqB−k
m

t − 1
)
+

mv0
qB

化简分母和指数上的复数:

r̃ =
mv0(qB − ik)

q2B2 − k2

(
e−

k
m
t

(
cos qB

m
t+ i sin qB

m
t

)
− 1

)
+

mv0
qB

分别取实部和虚部就有:

x = Re r̃ = mv0
qB

e−
k
m
t

(
q2B2

q2B2 − k2
cos qB

m
t+

qBk

q2B2 − k2
sin qB

m
t

)

y = Im r̃ =
mv0
qB

e−
k
m
t

(
q2B2

q2B2 − k2
sin qB

m
t− qBk

q2B2 − k2
cos qB

m
t

)
+

kmv0
q2B2 − k2
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6.2 第二章习题

解答 12. 列出竖直方向的牛顿第二定律:

m
dvy
dt = qB

dx
dt

得到竖直方向的正则动量守恒:

mvy − qBx = 0

得到在 x = d 时的竖直方向的速度:

vy =
qBd

m

因此偏转角:

tan θ =
qBd

mv0

解答 13.

根据电路的沿 AB 对角线的对称性, 我们可以把电路沿对角线“切开”, 只

计算上半部分的电阻 R, 最后 RAB 为两个这样的电阻并联, 即 RAB = R/2. 现求

R.

如果我们以 A 为原点, 发现断开 (1, 2) 点前后, 该点都是电路的“电势下降

中点”. 即

φ(1,2) =
φA + φB

2

所以这个点断开后电路电阻不变.

这样 R 就变成了电阻的简单串并联, 容易求出

R = r +
4r ·

(
2r·2r
2r+2r

)
4r + 2r·2r

2r+2r

+ r =
14

5
r

所以

RAB =
1

2
R =

7

5
r

解答 14.
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•

E = RI + L
dI
dt

•

mg = kv +m
dv
dt

当 dv
dt = 0, 有

vf =
mg

k

• 发现系数关系:

mg → E, k → Rm → L

所以

If =
E

R

• 通过对比系数, 我们发现电源的作功和重力的做功是可以等效的, 空气阻力

导致的耗散和电阻发热是可以等效的, 质点的动能和 L 中的磁场能是可以

等效的.

解答 15.

• 我们发现平移和旋转体系后体系均不发生变化, 因此这个体系同时具有旋

转对称性和平移对称性.

• 力矩为

τ = r × (qv ×B) = q (r ·B) r − q(r · v)B = −q(r · v)B

所以角动量定理为:
dL
dt = −q(r · v)B

• 利用题目给出的关系, 角动量定理变成:

dL
dt = −1

2
q

dr2
dt B
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移项变成:
d
dt

(
L+

1

2
qr2B

)
= 0

因此正则角动量:

L = L+
1

2
qr2B

守恒.

解答 16.

• 一段时间内, 流入管道的液体体积等于流出管道的:

S1v1∆t = S2v2∆t

所以

v2 =
S1

S2

v1

• 单位时间内流入管道的质量为 (当然也等于流出管道的质量):

dm
dt = S1v1ρ = S2v2ρ

液体单位质量具有的机械能为:

ω =
1

2
v2 + gh

所以单位时间流入管道的机械能为:

1

2
S1v1ρv

2
1 + S1v1ρgh1

流出的机械能为:
1

2
S2v2ρv

2
2 + S2v2ρgh2

• 根据机械能守恒, 管道流出的机械能应该等于对管道的做功. 管道边缘因为

压强和液体流动, 压强会对管道内的液体做功, 具体来说, 左边做功功率为

P1 = p1S1v1
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右边:

P2 = −p2S2v2

所以就有:

p1S1v1 − p2S2v2 =
1

2
S2v2ρv

2
2 + S2v2ρgh2 −

1

2
S1v1ρv

2
1 − S1v1ρgh1

移项再约去相等的量就有:

p1 +
1

2
ρv21 + ρgh1 = p2 +

1

2
ρv22 + ρgh2

解答 17.

• 直接列出牛顿第二定律:

m
dv
dt = −qB × v

所以有: (
m

d
dt + qB×

)
v = 0

其中算符:

L̂ = m
d
dt + qB×

• 显然这是一个线性算符. 题目的命题自然成立.

6.3 第三章习题

解答 18. 设 M 加速度向左, 大小为 A. m 相对 M 的加速度为 a, 沿斜面向下.

先列出 M 的牛顿第二定律:

MA = N sin θ

再在 M 的参考系中列出 m 的牛顿第二定律.

N +mA sin θ = mg cos θ
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mA cos θ +mg sin θ = ma

这样我们就得到了三个方程, 检查发现 N,A, a 为未知数, 因此方程可解. 解得

A =
m sin θ cos θ
M +m sin2 θ

g

a =
(M +m) sin θ

M +m sin2 θ
g

m 相对地面的加速度为:

ax =
M sin θ cos θ
M +m sin2 θ

ay =
(M +m) sin2 θ

M +m sin2 θ
g

解答 19. 在地球参照系中, 设 z 轴向上, x 轴指向东方. 则地球的自转角速度在

这个参照系下可以写成:

ωe = (0, ωe cosλ, ωe sinλ)

速度可以写成:

v = (v cos θ, v sin θ, 0)

则单位体积受到的科里奥利力为:

f = 2ρv × ωe = 2ρωev(sin θ sinλ, cos θ sinλ, cos θ cosλ)

地转偏向力为水平分量, 其大小为:

f = 2ρωev sinλ

解答 20.

•

vc =
mv0

M +m
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•

v′m = v0 − vc =
Mv0

M +m

v′M = −vc = − mv0
M +m

一维碰撞后如果 m 和 M 速度各自反向, 显然是满足能量守恒和动量守恒

的, 所以碰后就是速度各自反向.

• 由上一问, 速度不变满足能量动量守恒, 夹角变为 θ. 就有

um,M = vc + v′
m,M

根据余弦定理,

um =
v0

M +m

√
M2 +m2 + 2Mm cos θ

uM = 2 sin θ

2

mv0
M +m

• 由几何关系, 不同 θ 角会导致 v′
m 在一个圆上, 而最大偏转角显然是 um 指

向切线方向的情况. 此时

sinϕ =
v′m
vc

=
M

m

即

ϕmax = arcsin M

m

解答 21. 根据讲义上的结论, 二体的资用能为

Q =
1

2

mM

m+M
v20

在达到最大压缩长度时, 全部转化为弹簧的弹性势能, 即

1

2
kA2 =

1

2

mM

m+M
v20
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得到

A = v0

 
Mm

k(M +m)

解答 22.

• 由质心运动定理, 他们的质心进行匀速直线运动或静止. 假设两个质点的位

置矢量为 r1, r2, 则

rc =
mr1 +Mr2
M +m

而

r1 − rc =
M

M +m
(r1 − r2)

即 m 与质心连线平行于 M,m 连线, 则说明他们的质心始终在二者的连线

方向上.

• 对 m

mam = fMm

所以在 m 参考系中,

MaM = fmM −M
1

m
fMm = fmM

(
1 +

M

m

)

⇒ Mm

M +m
aM = fmM

得到折合质量

µ =
Mm

M +m

• 新的运动方程变为:

−GMm

r2
r̂ =

Mm

M +m
a

显然新的运动方程与原运动方程的差别在于:

M → M +m
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而周期公式与 m无关,说明在一个运动方程下, m的大小不会影响周期. 因

此我们只需要将周期公式中的 M 替换为 M +m 即可.

T ′ = 2π

 
A3

G(M +m)

从定性上看, 这个公式是合理的. 因为在 M ≫ m 的情况下, 是否考虑中心

天体的运动不会显著地影响周期.

解答 23.

• 每个质点受到的惯性力为:

fi = −miac

做功为

dW =
∑
i

fi · dr′
i = −ac ·

∑
i

midr′
i = 0

• 合力矩为:

τ =
∑
i

r′
i × (−miac) = −

(∑
i

mir
′
i

)
× ac = 0

解答 24.

• 不一样. 因为为了保持滑轮和绳之间没有相对滑动, 必然存在摩擦力. 一段

绳子两侧张力一定有区别以平衡摩擦力.

• 对 m1, 这端的绳子张力为 T1 未知:

m1a = m1g − T1

对 m2, 这端的绳子张力为 T2 未知:

m2a = T2 −m2g
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• 力矩为

τ = R(T1 − T2)

角动量定理为

R(T1 − T2) =
1

2
MR2β

因为没有相对滑动, 所以

β =
a

R

角动量定理改写为:

R(T1 − T2) =
1

2
MRa

• 联立之前的三个方程解出:

a =
2(m1 −m2)

M + 2(m1 +m2)
g

• 系统的机械能包括动能和势能, 认为滑轮处为势能零点.

E =
1

2
(m1 +m2)v

2 +
1

4
MR2

( v
R

)2
−m1gx1 −m2gx2

• 由于能量守恒, 能量对时间导数为零:

Ė = (m1 +m2)va+
1

2
Mva−m1gẋ1 −m2gẋ2

有 v = ẋ1 = −ẋ2, 带回原式消去 v 就有:

a =
2(m1 −m2)

M + 2(m1 +m2)
g

与之前的结果一样.

• 摩擦力对滑轮做的正功功率为

P1 = (T1 − T2)v

而摩擦力对 m1,m2 和绳子做的负功功率为:

P2 = −(T1 − T2)v

有 P1 + P2 = 0. 所以摩擦力只起到能量转移的作用, 总体来说不做功.
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解答 25.

E =
1

2
mv20 −

GMm

r

L = mv0r sin θ

在近地点和远地点处, 都满足速度垂直于径向方向. 所以利用能量守恒和角动量

守恒就有:
1

2
mv2 − GMm

R
=

1

2
mv20 −

GMm

r

mvR = mv0r sin θ

⇒ R =
GM ±

»
G2M2 − v20r

2 sin2 θ
(
2GM
r

− v20
)

2GM
r

− v20

± 分别对应远地点和近地点.

6.4 第四章习题

解答 26. 计算∮
G · S = −

∮
GM

r2
r̂ · S = −GM

∮
dΩ = −4πGM

所以引力场的高斯定理为: ∫∫
G · S = −4πGM

解答 27. 在球壳内部取球形高斯面, 有

E4πr2 = 0

所以

E = 0

引力场也有完全一样的结论.
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解答 28. 每个电荷的电势是相同的:

V =
2kq

a

所以整体的相互作用势能为:

W =
1

2
· 3 · 2kq

2

a
=

3kq2

a

解答 29. 计算两个力的冲量

I =

∫
qv ×Bdt− k

∫
vdt = (qr ×B − kr)

∣∣∣∣r2
r1

其冲量只与位置有关, 则广义动量守恒:

P = p+ qB × r + kr

解答 30.

• 冲量矩为 ∫
r × (qv ×B) dt =

∫
q [(r ·B)v − (r · v)B] dt

由于磁场和运动平面是垂直的, 所以 r ·B = 0, 因此

J = −qB

∫
r · dr = −1

2
qB
(
r22 − r21

)
• 角动量定理为:

L2 −L1 = −1

2
qB
(
r22 − r21

)
移项得到:

L1 +
1

2
qBr21 = L2 +

1

2
qBr22

所以正则角动量

L = L+
1

2
qBr2

守恒.
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解答 31.

• 回路的磁通量为

Φ = B0
v0t+ z0

h
πa2

所以其电动势为:

|E| = Φ̇ = B0πa
2v0
h

沿顺时针方向. 其电流为

I =
E

R
=

B0πa
2v0

hR

• 有

E = 2πaBrv0

得到

Br =
E

2πav0
=

a

2

B0

h

注意, 该磁场的方向沿径向向内!

• 上下底面的磁通量为:

Φ1 = πa2
B0

h
((z0 + L)− z0) = Lπa2

B0

h

侧面的磁通量为

Φ2 = −2πaLBr = −2πaL
a

2

B0

h
= −Lπa2

B0

h

有

Φ1 + Φ2 = 0

解答 32. 安培力做负功:

WA = −1

2
mv2 +

1

8
mv2 = −3

8
mv2
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这与反电动势做功相等, 而反电动势做功全部转化为电阻发热, 所以

Q =
3

8
mv2

解答 33. 安培力做负功:

WA = −1

2
mv2 +

1

8
mv2 = −3

8
mv2

这与反电动势做功相等, 而反电动势做功全部转化为电阻发热, 所以

Q =
3

8
mv2

解答 34. 每个回路的绕圈电流, 从左上角开始分别是 I1, I2, I3, I4. 这样我们可

以不列节点电流方程, 因为我们的设未知数的方法自动满足这些方程. 这样就有:

E1 = 2I1r + (I1 − I2)r + (I1 − I3)r

E2 = 2I4r + (I4 − I2)r + (I4 − I3)r

0 = 2I2r + (I2 − I1)r + (I2 − I4)r

0 = 2I3r + (I3 − I1)r + (I3 − I4)r

解得:

I1 =
7

24

E1

r
+

1

24

E2

r

I2 = I3 =
E1 + E2

12r

I4 =
1

24

E1

r
+

7

24

E2

r

解答 35. 之前已经得到 RLC 串联电路的复阻抗为:

Z = R + i

(
ωL− 1

ωC

)
所以当 ω > 1√

LC
时, 电路是电感性的; 当 ω < 1√

LC
时, 电路是电容性的.
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