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前言

这是我关于分析力学的一份讲义. 写这份讲义的目的是对费曼学习法的实

践. 当然, 在巩固和深化理解的同时, 这份讲义也有一些新的结构和内容.

这份讲义与通常的分析力学讲义不同, 不从牛顿力学过渡到 Lagrange 力学

再过渡到 Hamilton 力学, 而是从态矢量和相空间讲起, 给出分析力学的基本方法

和思路. 随后直接讲解相空间中 Hamilton力学的理论结构, 最后过再过渡到位形

空间的 Lagrange 力学. 在讲完 Hamilton 力学和 Lagrange 力学的基本框架之后,

再分别用这两套方法讨论对称性和守恒量的关系, 有助于对这两套语言进行对比,

并深入理解对称性与守恒量的关系. 最后, 利用分析力学的语言简单讲解中心力

场, 微振动和刚体以及连续体系的分析力学. 通过这套讲法, 有助于建立起不局限

于力学的现代的分析力学的理论框架, 并且采用假设-理论-实验验证的思路讲解,

可以很好地过渡到电动力学, 统计力学和量子力学.

这份讲义其实没有什么特定的受众, 因为主要动机是写给自己的. 但是, 这份

讲义或许对想要提纲挈领地了解分析力学的读者有帮助: 理论内容完整且讲解清

晰, 但对于一些技术没有进行介绍 (例如微扰法等内容), 换来了较短的篇幅. 内

容更丰富的讲义推荐高显教老师的《经典力学》或者李岩松老师的《分析力学讲

义》1, 如果读者对分析力学中更深入的数学结构有兴趣, 推荐陈童老师的《经典

力学新讲》. 陈童老师的讲义可以在他的网站上免费获取.

在完成这份讲义时, 我相对注重物理图像的构建. 经过一段数学推导后, 要充

1李岩松老师的讲义目前还没有开源, 对能够获取的读者推荐. 这本书是我学习分析力学的教

材, 内容非常丰富.
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分理解每一步在干什么, 不能对物理图像失去跟踪, 否则数学推导很难进行下去.

目前这份讲义是第一版, 可能有许多错误, 欢迎读者来进行交流. 这份讲义的

后续更新会在我的个人网站上发布, 可能会补充更多的例子或者内容 (但尽量保

持简洁) 并修改一些错误.

我的个人网页: https://kunziba.github.io/.
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第一章 分析力学的基本概念

1.1 广义坐标与系统的态

1.1.1 广义坐标

分析力学的创立的初衷是想构造一套与牛顿力学等价的由标量描述方程的

力学体系. 矢量方程可以转化为分量的标量方程, 所以如果仅仅是建立某种标量

方程, 那么相较牛顿力学就体现不出任何优势. 所以, 用更准确的话说, 分析力学

是要建立一套有着相对更简单的标量方程的理论. 牛顿矢量力学处理一些机械的

动力学问题带来的麻烦是, 约束会带来更多的未知数和方程. 但从物理直观上讲,

约束越多, 系统可能的行为就越少, 进而可能更好求解.

所以为此, 分析力学引入了广义坐标, 是任意可以描述系统的参数, 进而量纲

也是不固定的. 常见的广义坐标有角度 θ (用于处理球对称体系) 和弧长 s (用于

处理单自由度运动). 后来发现, 广义坐标的引入是伟大的, 因为广义坐标不仅可

以描述质点位置以求解各种机械的动力学, 更是可以推广到其他物理现象. 比如

说, 电路体系中的电荷 q 就可以作为一种广义坐标. 更进一步地, 电磁场都可以

视作一种广义坐标. 这使得分析力学的威力不仅仅局限于机械力学, 更是在电磁

场理论, 热学乃至更深入的其他物理领域发挥着作用.

回到质点的力学. 对一组多质点的体系 (也可以包含刚体), 我们引入广义坐

标 q1, · · · , qs. 使得任意一个质点的位置矢量可以被写成 q1, · · · , qs 的函数:

ri = ri(q
1, · · · , qs, t) (1.1)

1



2 第一章 分析力学的基本概念

对于广义坐标有如下几个要求: 首先, 不同的广义坐标必须是完全独立的, 即

∂qi

∂qj
= 0 i ̸= j (1.2)

第二个要求是一组广义坐标必须能唯一确定系统的位形.

对于满足上述要求的广义坐标的个数我们目前还无法讨论. 但是通过单摆作

为例子可以发现, 我们只用两个角度 (纬度角和经度角) 作为满足要求的广义坐

标就可以完全确定摆球的位置, 比直角坐标的 (x, y, z) 要少一个参量. 这说明对

于存在一定约束的体系, 适当的广义坐标的选取可以简化为系统位形的描述.

1.1.2 系统的态

如果想要描述系统在某一个瞬间的状态, 我们需要同时确定系统的位形和运

动状态. 这是经典力学的基本假设, 即确定一个系统的态, 我们就知道态的瞬时变

化率, 进而知道下一个瞬间的态, 从而完成对系统之后运动的预测. 对于系统的运

动状态, 一个比较自然的想法是用系统中每个质点的速度来表示, 如果用广义坐

标写的话:
dri
dt =

∂ri
∂t

+
s∑

k=1

∂ri
∂qk

q̇k = vi(q
1, · · · , qs, q̇1, · · · , q̇s) (1.3)

这样, 对于一个系统, 我们通过 2s 个变量就可以确定系统的运动状态. 或者我们

写成一组数 (q1, · · · , qs, q̇1, · · · , q̇s), 可以确定某个 2s 维空间的一个点. 换句话说,

这个空间中的某个点对应系统的一个运动状态. 这个空间就是我们所说的速度相

空间, 它是描述 Lagrange 力学所需要的空间. 但注意, 这组数可能并不构成一个

矢量. 因为在直角坐标下广义坐标的表达式可能并不是线性的, 这会导致对两个

“矢量”的加法不能定义, 进而, 我们所说的这个 2s 维空间也不一定是一个线性

空间, 而是一个流形.

但是, 在引入广义坐标的时候我们就已经提到, 分析力学可以用于描述更广

泛的物理系统. 对于非机械的系统, 速度可能是没有什么物理含义的. 进而, 如果

我们想描述系统的“运动状态”, 能够描述不同系统及其相互作用的动量是一个

更好的选择. 因此, 现代物理中, 我们广泛使用位置和动量来描述系统的状态. 由
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广义坐标和广义动量 (我们现在还没有定义, 但可以描述其性质, 即描述不同系统

的相互作用, 并且目前与广义坐标独立) 所组合起来的一组数

(q1, · · · , qs, p1, · · · , ps) (1.4)

被称为系统的态 (state). 在量子力学中, 这对应系统的态矢量 |ψ⟩. 这时候我们可

以说这是一个 Hilbert 空间中的矢量, 因为这是量子力学的基本假设之一.

1.2 相空间

刚刚提到, 系统的状态可以表示为一个空间中的代表点. 这个空间就是系统

的相空间. 系统的状态随时间演化, 在相空间中这些连续的代表点构成的集合就

是相轨迹. 我们知道, 按照经典力学“预测”的观点, 如果给定了系统运动所遵守

的规律, 那么给定一个初始状态, 其之后的演化一定是唯一的. 也就是说, 不同的

相轨迹是不相交的. 否则取这个交点, 那么系统随后的演化状态将会由两种可能

性, 这不符合我们的生活常识.

例 1.1. 谐振子的相轨迹 由于我们现在还没有在分析力学的框架下导出任何的

规律, 所以假设我们知道牛顿运动方程, 并且知道动量和速度的关系:

p = mẋ (1.5)

容易知道谐振子的解: 
x = A sinωt,

p = mẋ = ωmA cosωt
(1.6)

消去三角函数我们就得到了相轨迹的方程:
p2

2m
+
mω2x2

2
=
mω2A2

2
(1.7)

容易发现, 随着 A 的变化, 这是一族离心率确定的椭圆. 并且容易验证, 这一族椭

圆中不同的椭圆是没有交点的.
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在之后的分析中, 相空间都将是主要的“阵地”, 并且随着更多系统的运动

规律的导出, 我们会发现相空间还有具有其他的结构的性质, 这部分内容将在之

后讨论.

1.3 约束

一个很自然的问题是, 目前我们讨论的相空间的任意一个点是否都能代表系

统的一个状态, 或者说, 我们关注的系统遍历所有可能的位形, 能否跑遍相空间中

的所有点? 并且, 在之前, 我们在描述广义坐标的个数的时候一直用 s 表示. 对于

一个陌生的体系, 我们甚至无法给出相空间的维数. 所以本节我们讨论分析力学

中极为重要的概念——约束.

通过单摆的例子我们知道, 对于存在一定约束的体系, 独立的广义坐标的个

数要比三维直角坐标系下描述粒子的坐标的 (x, y, z) 要少. 通过数学化约束的表

达, 我们可以探讨 s 的值.

1.3.1 约束的分类和系统的自由度

从物理上讲, 约束一般是对系统的位形进行的约束. 也就是一些广义坐标和

广义速度需要满足一定的条件. 我们可以同意用数学上的函数来表达:

Φ(q, q̇, t) = 0 (1.8)

写下这个式子后, 有人会 argue 说, 有些物理上的约束无法写成这个形式. 比如说

连接在一端固定的软绳下的小球, 绳子未绷紧的情况是完全有可能发生的, 这时

候约束就应该写成: √
x2 + y2 + z2 ≤ l (1.9)

这个约束就不能写成等式的形式. 类似的例子还可以举出很多. 一般来说, 我们

可以将这种约束写成:

Φ(q, q̇, t) ≥ 0 (1.10)



1.3 约束 5

从这个角度我们就可以发现, 不同情况下的约束, 其性质可能是截然不同的. 这个

情况中的取等与否, 就可以引出约束的一个分类: 对形如式 (1.8) 的约束, 我们称

之为双侧约束, 而对于形如式 (1.10) 的约束, 我们称之为单侧约束. 从形式上就

可以看出, 双侧约束比单侧约束要好处理很多, 因此我们之后主要讨论双侧约束.

接下来我们来看约束中是否含 t. 从物理直观上讲, 若一个系统的约束含 t,

那么这个系统就需要受到一个运动“机器”来构造这种约束. 例如说一个质点的

约束有如下形式:

y = vt (1.11)

我们就发现, 质点似乎处在一个正在以匀速 v 向 y 轴正方向的管子里. 如果说我

们真的要做实验来构造这样一个系统, 就需要建造一个能够匀速运动的管子. 但

是, 对于一个单摆的约束:

x2 + y2 + z2 = l2 (1.12)

这时候我们就完全不需要再去人为地干预这个系统. 用更物理的一点语言来说,

是否“人为干预”造成的区别就是, 人为干预会与系统构成能量交换, 而非人为

干预的系统的能量是守恒的. 也就是从能量的表现形式上, 这两种约束下的系统

的行为有着区别. 这样, 对于不显含时间的约束:

∂Φ

∂t
= 0 (1.13)

我们称之为定常约束, 反之, 若约束满足

∂Φ

∂t
̸= 0 (1.14)

我们称之为非定常约束.

从物理直观上看, 约束可以减少系统自由度 (我们还没有严格定义这个概念,

粗略地说这是一个衡量系统可能行为多少的指标) 的个数, 也就是会减少独立的

广义坐标的个数. 但是, 从数学上说, 只有形如

Φ(q1, · · · , qs, t) = 0 (1.15)
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这样的关于广义坐标的方程才能切实地减少系统广义坐标的个数. 因此对于这样

的约束, 我们称之为完整约束. 反过来, 如果约束形如

Φ(q, q̇, t) = 0 (1.16)

那么, 从数学上说我们不保证能够减少广义坐标的个数. 这种约束我们称之为非

完整约束.、这种约束会带来这样一种很微妙的情况, 我们需要一些广义坐标, 不

妨先令他们的个数为 m, 但这些广义坐标却不是完全独立的. 然而, 由于约束并

非完整约束, 我们又不能继续减少广义坐标的个数的同时满足对广义坐标的要求

(唯一确定系统的位形). 其原因在于, 从数学上考虑 q̇s, qs 是没有代数上的关系的

(粗略地说, 加减乘除或者其他函数能够表示这二者的关系), 但是 q̇s 又确实是 qs

的导数.

这样, 我们会更喜欢完整约束, 因为其能直接地减少系统广义坐标的个数. 这

样, 通过讨论完整约束的个数, 我们就能严格地给出系统自由度的概念. 系统的自

由度是指, 能够唯一确定系统位形的最少的广义坐标的个数. 从数学上具体计算,

若完全不考虑约束, 系统的自由度的个数为 F (例如一个 N 例子系统, 这个值为

3N), 所有双侧完整约束的个数为 r, 则考虑约束的系统的自由度为:

f = F − r (1.17)

根据定义, 我们就知道了之前的 s = f . 以后我们就把广义坐标下角标的最大值

改写为 f .

1.3.2 完整约束的判断

一个例子告诉我们, 并不是说只要约束中存在 q̇s, 那么这种约束就一定是非

完整约束. 考虑一个二维的纯滚的轮子, 纯滚的约束为

ẋ = Rθ̇ (1.18)
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那这样一个约束是否是完整约束呢? 直观上讲不是, 但是如果我们对这个式子两

边积分, 就得到

x = Rθ + C (1.19)

是一个完整约束! 也就是说, 如果一个非完整约束可以写成一个只与 (q, t) 有关

的函数的全导数:

Φ(q, q̇, t) =
dΠ(q, t)

dt = 0 (1.20)

那我们就可以通过积分将其化成一个完整约束.

对于一个一般的约束, 判断其是否是完全可积是较为困难的. 好在我们最常

遇到的一类带有广义速度的约束关于广义速度是线性的. 进而约束就可以写成:

ω = Φdt =
∑
i

Φi(q, t)dqi + Φ0(q, t)dt (1.21)

这是一个 1-Form. 根据之前介绍的微分形式的知识, 如果 ω = Φdt = dF , 那么必

然有

d (Φdt) = 0 (1.22)

但是在这个问题中, 我们并不一定要求 Φ 是某个函数的全微分. 这是因为 Φdt =

0, 我们完全可以再乘上任意一个函数 (或者说是积分因子)Q 使得

QΦdt = dF (q, t) (1.23)

这样也可以将这个约束化为完整约束. 因此, 根据外微分的知识可以证明, 这样的

积分因子的存在的充要条件是

ω ∧ dω = 0 (1.24)

我们下面通过具体的计算给出一个相对普遍的公式. 设约束对应的 1-Form

为

ω =
s∑
i=0

aidqi (1.25)
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其中我们规定 t = q0(这个规定在讨论之后的相空间中也会用到, 从推导中我们发

现很多时候时间似乎广义坐标有着相同的地位).

dω = d
(∑

i

aidqi
)

=
∑
i≠j

∂ai
∂qj

dqj ∧ dqi
(1.26)

继续计算其与 ω 的外积，

ω ∧ dω =

(∑
i

aidqi

)
∧

(∑
j ̸=k

∂ak
∂qj

dqj ∧ dqk

)
(1.27)

计算过程中，我们对三个指标的不同排列分别计算 6 次，而其通过排列可以合

并，只不过换序一次指标要加一个负号，上述求和可以写成：∑
0≤i<j<k≤s

(
ai

(
∂aj
∂qk

− ∂ak
∂qj

)
+ aj

(
∂ai
∂qk

− ∂ak
∂qi

)
+ ak

(
∂aj
∂qi

− ∂ai
∂qj

))
dqi∧dqj∧dqk

(1.28)

因而可积的条件为：

ai

(
∂aj
∂qk

− ∂ak
∂qj

)
+ aj

(
∂ai
∂qk

− ∂ak
∂qi

)
+ ak

(
∂aj
∂qi

− ∂ai
∂qj

)
= 0 (1.29)

其中 i, j, k 为任意三个按大小排列的指标. 一个约束是完全可积的要求这满足所

有的方程.

1.3.3 关于约束的一些讨论

我们对约束的分类暂且到这. 事实上, 约束还有更多的分类, 就是理想约束与

非理想约束. 但这里就需要额外引入力学结构来对其进行讨论. 我们目前对约束

的讨论只局限于系统的位形上, 不涉及到更深入的力学结构. 通过对约束的讨论,

我们可以确定系统的自由度, 进而确定研究一个系统所需要的广义坐标的个数.

在讨论约束中的分类的过程中, 我们见到了很多性质比较差的约束, 对于这

些约束我们缺乏讨论. 客观上的一个原因是, 这些性质比较差的约束很难讨论.
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但这样会引发人的不安: 那我们该如何用分析力学的范式来求解这些体系呢? 这

里就涉及到对分析力学一个观念上的看法. 分析力学不是以求解问题为导向的

(尽管 Lagrange 力学在处理一些性质良好的力学体系相对牛顿力学有较大的优

势), 而是以建立一种能够广泛描述物理体系所建立的, 这一点在开篇我们就提到

过. 这时, 我们所要讨论的是物理现象和规律. 我们发现, 目前一些性质较差的约

束的本质不过是基本作用的宏观体现或者是人为创造的一些系统有着不那么“自

然”的约束. 但是, 这些性质较差的约束在我们研究最基本的物理规律时并不存

在. 我们研究的基本规律与体系都是性质良好的.

这段讨论也可以解答后续的一些读者可能的疑惑, 我们会对系统的性质逐渐

地进行限制. 消除对系统性质作出要求这种不安的有力工具, 就是逐步地建立起

上述对分析力学的看法. 至此, 我们已经搭建好了分析力学中“观念”性的基本

看法, 之后我们就会建立在这套语言下的规律, 并探讨这些规律带来的结构.
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第二章 最小作用量原理和

Hamilton 正则方程

2.1 相空间的最小作用量原理

2.1.1 作用量和 Hamiltonian

我们说过, 系统随时间的演化可以表征为相空间中代表点的运动, 这会在相

空间中形成一条相轨迹. 这条相轨迹从数学上说是一条一维曲线, 因此一个比较

便捷的方式是引入一个自由参数, 将 p, q 都表示成这个自由参数的函数. 因此, 从

数学上说, 相轨迹就是:  pi = pi(t) i = 1, · · · , f

qi = qi(t) i = 1, · · · , f
(2.1)

这个参数理论上是可以任意选取的, 但从物理上我们通常选择时间, 这样相轨迹

的参数方程会有比较明确的物理含义——就是系统的动量和坐标随着时间变化

的函数.

真实世界中, 根据经典力学的假设, 我们给定一个系统的初始态, 那么我们就

可以通过一套规律相应地确定系统后续的演化状态. 牛顿力学告诉我们, 系统的

初始态就是系统的二阶微分方程组的初始条件. 在分析力学中, 我们选取的确定

微分方程组解的条件是边界条件, 即一段运动的初始和结束时系统的位形. 这样,

11
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我们可以断言, 对一段给定初始和结尾时位形的系统在这个过程中的运动是唯一

确定的.

下面我们的任务就是找出这个唯一确定的运动所满足的方程. 在之前我们引

入了泛函的数学工具, 这个工具是说, 我们输入一个函数, 让某个这个函数对应的

泛函取得极值的条件就能给出这个这个输入函数需要满足的条件. 我们注意到这

个问题和我们需要解决的问题很像: 我们输入一个轨迹函数, 接下来我们要找其

满足条件 (这个条件就是要求我们解出来的相轨迹要与真实世界的运动符合) 的

微分方程. 这样就引发一个构想, 我们是否可以找到一个相轨迹的泛函 S, 使得相

轨迹为真实运动的情况下这个泛函取极值.

当然, 这只是一种构想, 满足这样的泛函完全有不存在的理由. 但好在自然

足够美, 其运动规律能让我们找出这样一个泛函来 (但又有一些系统的性质足够

差, 例如这个系统的约束是未完整的或者单侧的, 我们不能用 Hamilton 力学描述

这样的系统). 这个泛函就是我们所说的作用量. 至于这个泛函是怎样找到的, 必

须要诚实的说, 历史上我们是根据牛顿力学总结出的规律经过数学上的推导找到

的, 接下来推广到麦克斯韦的电磁学, 通过麦克斯韦的方程组我们又可以通过数

学上的推导找到电磁场的作用量. 对于量子力学就不再细说了. 但这三个领域的

成功经验告诉我们, 一个陌生的物理体系应当 (这只是一种归纳) 存在一个作用

量. 这也是分析力学的普遍之处, 现代物理研究问题都是考虑如何写出系统的作

用量. 话说回来, 我们用数学的语言来描述作用量, 这个泛函可以写成

S =

∫ t2

t1

Ldt (2.2)

其中 L 是一个我们目前未知的函数 (这里要提醒熟知 Lagrange 力学的读者, 这

个量和 Lagrangian 的关系有些微妙, 并不完全等同, 再之后介绍 Lagrange 力学

的时候我们会进行相对详细的讨论). 对于那些经典力学自洽的系统, L 应该只是

态以及态的一阶导数的函数. 一旦确定 L, 我们就可以找到一个与之对应的函数

H, 使得

H =
∑
i

q̇ipi − L (2.3)
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进而将作用量写成

S =

∫ t2

t1

(∑
i

q̇ipi −H

)
dt (2.4)

而不改变任何规律的表达. 至于我们为什么不直接讨论 L 而要通过 H, 是因为我

们发现 H 具有更为人熟知的物理含义——能量. 在分析力学中我们称这个函数

为 Hamiltonian(哈密顿量).

目前我们所作的一切都是数学上的一些等价变换. 接下来我们给出一些系统

的 Hamiltonian 的例子, 试图构造一些符合牛顿力学的物理图像. 首先, 自由粒子

的 Hamiltonian 可以写成

H =
p2

2m
(2.5)

其中 m 是一个正的数, 牛顿力学中的能动量关系告诉我们这代表了粒子的质量.

对于存在相互作用 (这种相互作用能用势能函数表达) 的多粒子系统的 Hamilto-

nian 是:

H =
∑
i

p2i
2mi

+ V (q1, · · · , qf ) (2.6)

以及相对论下自由粒子的 Hamiltonian:

H =
√
p2c2 +m2c4 (2.7)

可以看出, 我们举出的例子中 H 就是牛顿力学中的能量函数. 后续, 随着见到的

“奇怪”的体系越来越多, 我们会发现 H 并不一定等于牛顿力学中系统的能量函

数 (但量纲上一定是能量的量纲). 但是, 对于 H 的物理图像上, 将其理解为系统

的能量是完全没有问题的.

2.1.2 最小作用量原理

这样, 根据之前的讨论, 当我们找到一个系统的 Hamiltonian 后, 物理规律就

可以表示为

δS = δ

∫ t2

t1

(∑
i

q̇ipi −H(p, q, t)

)
dt = 0 (2.8)
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q1 q2

q

p

图 2.1: 相空间中的变分

这就是物理中的最小作用量原理. 这个名字有一个奇怪的地方, 就是从数学上

δS = 0 不能推出 S 取最小值, 甚至我们都无法说它取极值, 只能说它取驻值. 但

是, 这种叫法比较符合我们的“物理直觉”(当然这种直觉的根据并不充分), 或者

说对自然规律的美的追求,就是系统自然的运动会选取一条“代价”最小的路,这

很符合我们的行为逻辑.

接下来有必要强调的一点是, 我们是如何取变分的. 我们取的变分是, 系统在

t1 和 t2 处位形确定下的变分, 这时候 p 在初始和末尾的值都是不固定的. 并且,

取变分时 t1, t2 是固定的.

2.2 Hamilton 正则方程

可以说, 我们对 Hamilton 力学的基本原理的介绍已经结束了. 但是, 这套语

言很显然不是很方便, 毕竟我们要做的是泛函的变分. 相比之下我们还是更喜欢

解微分方程. 接下来我们就通过取变分来导出 Hamilton 力学体系下最重要的一

套方程. 我们对 S 取变分:

δS =
∑
i

∫ t2

t1

(
piδq̇

i + q̇iδpi −
∂H

∂qi
δqi − ∂H

∂pi
δpi

)
dt (2.9)

利用变分和导数的可交换性我们有

δq̇i =
d
dtδq

i (2.10)
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这样根据我们导出 Lagrange 方程时的一个 trick:

piδq̇
i = pi

d
dtδq

i =
d
dtpiδqi − ṗiδqi (2.11)

带回就有:

δS =
∑
i

∫ t2

t1

(
d
dtpiδqi −

(
∂H

∂qi
+ ṗi

)
δqi −

(
∂H

∂pi
− q̇i

)
δpi

)
dt

=
∑
i

piδqi

∣∣∣∣t2
t1

−
∑
i

∫ t2

t1

((
∂H

∂qi
+ ṗi

)
δqi −

(
∂H

∂pi
− q̇i

)
δpi

)
dt

= −
∑
i

∫ t2

t1

((
∂H

∂qi
+ ṗi

)
δqi −

(
∂H

∂pi
− q̇i

)
δpi

)
dt

(2.12)

这其中我们已经利用了 δqi(t1) = δqi(t2) = 0 的要求. 这样, 由于所有的不同指标

的 δqi 和 δpi 都是无关且任意的, 这要求
ṗi = −∂H

∂qi

q̇i =
∂H

∂pi

∀i = 1, · · · , f (2.13)

这就是著名的 Hamilton 正则方程, 他给出关于系统的 2f 个微分方程.

接下来对 Hamilton 方程进行一些直观的理解. 首先看第一个方程. 我们取

自由粒子的 Hamiltonian, 代入后就可以得到

ẋ =
∂H

∂px
=
px
m

⇒ px = mẋ (2.14)

这给出经典自由粒子的动量关于速度的关系. 之前在引入动量后我们只给出了直

观的理解, 但并没有给出其具体形式. 这是因为在知道 Hamilton 正则方程一些,

动量和坐标是完全独立的, 只有通过 Hamilton 方程我们才可以给出关于动量和

坐标导数之间的关系.

仍然考虑自由粒子, 第二个方程给出

ṗ = −∂H
∂q

= 0 (2.15)
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结合第一个式子我们就知道, 自由粒子静止或做匀速直线运动. 这就是牛顿第一

定律. 或者, 我们认为粒子在外场 V (x, y, z) 中, 那么这个粒子的 Hamiltonian 改

写为

H =
p2x + p2y + p2z

2m
+ V (x, y, z) (2.16)

ṗx = −∂H
∂x

= −∂V
∂x

(2.17)

其他两个分量也有一样的方程. 如果我们定理势能的负梯度为外场施加给粒子的

力, 那么三个 Hamilton 方程写成矢量形式就是

ṗ = −∇V = F (2.18)

这就是牛顿第二定律. 这样, 我们发现由 Hamilton 方程 (假设知道 Hamiltonian)

就可以导出牛顿力学 (读者可以自行思考 Hamilton 方程是否可以“导出”牛顿

第三定律?). 之后再介绍过 Lagrange 力学之后, 我们会发现也可以从牛顿力学出

发推导出整个分析力学体系. 因此我们说分析力学的经典部分和牛顿力学是等价

的.



第三章 Hamilton 力学及其正则形

式

在本章中我们主要讨论由 Hamilton 力学衍生出的相空间的一些结构.

在物理学的问题研究中, 守恒量是极为重要的概念. 对于问题求解来说, 守恒

量能直接带给我们代数方程而非微分方程; 从物理概念上来说, 守恒量意味着系

统中不变的量, 这种不变量其实充分标记了这个系统重要的特征. 从数学上来说,

一个矢量函数 f 或者标量函数 f 是守恒的, 意味着其关于时间的导数为零, 即

dF
dt = 0 (3.1)

更进一步地, 根据经典力学的假设, 我们关注守恒的动力学量, 即

F = F (p, q, t) (3.2)

其中不出现广义坐标和动量的导数. 也就是说, 我们给定系统的一个态和对应时

间, 动力学量是完全确定的. 这在热力学统计物理中就是所谓的态函数. 我们之

所以更关心动力学量, 是因为动力学量只与系统的态有关, 进而其是系统固有性

质 (无关运动规律) 的一个体现. 通过研究动力学量的性质, 就可以在某一个方面

研究系统的性质. 因此我们接下来对相空间结构探索的动机就是为了找出守恒量.

第一节的 Poisson 括号源自于对守恒量所要求的几何结构; 第二节的 Liou-

ville 定理中我们找出了相空间中相流的重要守恒量, 这在处理多体系统中非常重

要; 第三节我们试图通过对广义坐标和动量进行某种不破坏系统动力学性质的变

17
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换得到守恒量, 这就是所谓的“正则变换”. 我们发现得到守恒量后能够极大减

少我们求解方程的数量, 最终我们只需要求解 Hamilton-Jacobi 方程.

3.1 Poisson 括号

3.1.1 Poisson 括号的几何解释

从几何上说, 我们该如何判断一个力学量是否在真实轨迹上守恒呢. 我们注

意到, 力学量是定义在相空间上的多元函数, 守恒代表着真实的相轨迹是该多元

函数的等值曲线. 进一步转化为数学一些的语言是说, 力学量在相空间上的梯度

应该垂直于相轨迹的演化方向, 也就是相流.

关注到, Hamilton 正则方程天然就有 Hamiltonian 在相空间中梯度的结构.

所以我们定义

j = (q̇1, · · · , q̇f , ṗ1, · · · , ṗf )T (3.3)

为相流矢量 (仍然提醒, 态不是矢量, 但由于相空间是一个 2f 维的流形, 因此其

切空间是一个线性空间, 这样态的导数就是一个矢量), 以及 Hamiltonian 的梯度

∇H =

(
∂H

∂q1
, · · · , ∂H

∂qf
,
∂H

∂p1
, · · · , ∂H

∂pf

)T
(3.4)

那么 Hamilton 正则方程就是

j = ω∇H (3.5)

其中 ω 是一个矩阵, 其具有如下的形式

ω =

 0 If

−If 0

 (3.6)

如果我们计算关于经过该矩阵变换前后的标准内积, 即∑
α,β

vβω
αβvα = 0 (3.7)
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q

p

j

∇H

图 3.1: Hamilton 正则方程的几何含义

如果我们利用这个矩阵定义一个内积 (广义的)的话,要求相同矢量和自己的内积

为零, 我们发现这似乎更像是通过内积得到一个面积 (目前先不深入讨论内积出

面积的深刻内涵,这其实表明相空间具有“辛结构”,也就是带有面积的结构). 在

理解这个矩阵的几何意义之后, 我们发现 Hamilton 正则方程是说, Hamiltonian

的梯度垂直于相流的方向, 也就是说 Hamiltonian 守恒! 但注意, 我们进行上述

推论的基础是 Hamiltonian 只是 p, q 的函数, 这样 Hamiltonian 不显含 t, 但普

遍定义的 Hamiltonian 是可以含时的. 这样我们就得出了一个结论, 不含时的

Hamiltonian 守恒. 我们之后会用一个完全不同的视角得到这个结果.

这样, Hamiltonian利用其正则方程给我们竖了一个“标杆”,只要 F 的梯度

和 Hamiltonian 梯度张成的面积为零, 那么 F 的梯度就自然垂直于相流的轨迹,

进而得到 F 守恒. 具体进行计算, 这个面积为

[F,H] =
∑
α,β

(∇F )βωαβ(∇H)α (3.8)

我们将其定义为 Poisson 括号. 对于任意两个力学量的 Poisson 括号, Poisson 括

号的几何意义就是两个力学量梯度张成面积的大小.
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3.1.2 力学量的导数

我们在这节进行对 Poisson 括号数学上更严格一些的证明。根据定义直接计

算动力学量的导数:

dF
dt =

∂F

∂t
+
∑
i

∂F

∂qi
q̇i +

∑
i

∂F

∂pi
ṗi (3.9)

动力学量的导数应该在系统的真实演化中计算, 所以我们代入 Hamilton 正则方

程:
dF
dt =

∂F

∂t
+
∑
i

(
∂F

∂qi
∂H

∂pi
− ∂F

∂pi

∂H

∂qi

)
(3.10)

可以发现, 右边式子的求和项具有优美的反对称性, 我们定义其为力学量 F 和

HamiltonianH 的 Poisson 括号. 即

[F,H] =
∑
i

(
∂F

∂qi
∂H

∂pi
− ∂F

∂pi

∂H

∂qi

)
(3.11)

这个定义和第一节中的定义完全一致:∑
α,β

∂F

∂xα
ωαβ

∂F

∂xβ
(3.12)

根据 ω 的形式我们发现只有

∂F

∂qi
∂H

∂pi
,

∂F

∂pi

∂H

∂qi
(3.13)

这样的项保留了下来, 并且前后差系数 −1.

这样力学量的导数就可以写成:

dF
dt =

∂F

∂t
+ [F,H] (3.14)

如果说 F 不显含时间且 [F,H] = 0, 那么该力学量守恒. 这样, 对不显含时间的力

学量我们就可以直接计算其与 Hamiltonian

更广义地说, 任意两个力学量的 Poisson 括号定义为

[F,G] =

f∑
i=1

(
∂F

∂qi
∂G

∂pi
− ∂G

∂qi
∂F

∂pi

)
(3.15)
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在量子力学中这直接对应对易子, 并且有着更简洁的形式

[F̂ , Ĝ] = F̂ Ĝ− ĜF̂ (3.16)

并且对算符对时间的导数也有完全相同的式子

dF̂
dt =

∂F̂

∂t
+ [F̂ , Ĥ] (3.17)

3.1.3 Poisson 括号的性质

本小节介绍 Poisson 括号的一些性质, 这些性质可以极大简化我们的运算.

在定义 Poisson 括号时, 中间的矩阵 ω 是一个反对称矩阵, 因此当我们交换 F,G

两个力学量的顺序的时候, 其 Poisson 括号应该相差符号. 也就是说, Poisson 括

号具有反对称性:

[F,G] = −[G,F ] (3.18)

因为偏导和求和都是线性映射, 所以 Poisson 括号满足线性性的条件:

[c1F1 + c2F2, G] = c1[F1, G] + c2[F2, G] (3.19)

这对第二个分量也成立.

随后, 我们注意到 Poisson 括号的偏导运算使其也有导数的性质. 因此 Pois-

son 括号也满足对应的莱布尼茨法则, 即

[F1F2, G] = F1[F2, G] + F2[F1, G] (3.20)

若 λ 是 F,G 共有的参数, 那么

∂

∂λ
[F,G] = [

∂F

∂λ
,G] + [F,

∂G

∂λ
] (3.21)

以及链式法则:

[F (f), G] =
dF
df [f,G] (3.22)
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最后是 Poisson 括号一个重要的恒等式: Jacobi 恒等式. 描述了 Poisson 括

号的一种循环对称性.

[F1, [F2, F3]] + [F2, [F3, F1]] + [F3, [F1, F2]] = 0 (3.23)

就是按照 1, 2, 3 的顺序的三种轮换, 求和起来是 0.

利用 Jacobi 恒等式以及前面的链式法则, 我们就有 Poisson 定理. 对于两

个守恒的力学量, 他们的对时间的偏导数和他们与 Hamiltonian 的 Poisson 括号

的关系为:
∂F

∂t
= −[F,H] = [H,F ] (3.24)

这样, 我们就可以用 F1, F2, H 三个力学量的 Poisson 括号写出 [F1, F2] 对时间的

导数:
d
dt [F1, F2] =

∂

∂t
[F1, F2] + [[F1, F2], H] (3.25)

将式 (3.21) 中的参数 λ 换成时间 t, 就有

d
dt [F1, F2] = [F1, [H,F2]] + [F2, [F1, H]] + [H, [F1, F2]] (3.26)

我们发现等号最右边就是关于 F1, F2, H 三个量的 Jacobi恒等式,进而 [F1, F2]对

时间的全导数为零. 也就是说, 两个守恒的力学量的 Poisson 括号也是守恒的. 但

是, 这个定理并不能帮助我们无限地生成新的守恒量. 一个系统守恒量的个数不

应该超过其自由度的个数.

3.1.4 基本力学量的 Poisson 括号

一些复杂的力学量可以表为基本力学量的函数. 这样, 计算一些基本力学量

的 Poisson 括号有助于我们后续的计算.

最基础的两个力学量就是广义坐标和广义动量. 对于不同的广义坐标:

[qi, qj] =
∑
m

∂qi

∂qm
∂qj

∂pm
− ∂qj

∂qm
∂qi

∂pm
= 0 (3.27)
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也就是说任意两个广义坐标的 Poisson 括号为零. 完全类似的计算也可以得到:

[pi, pj] = 0 (3.28)

接下来就是广义坐标和广义动量之间的 Poisson 括号.

[qi, pj] =
∑
m

∂qi

∂qm
∂pj
∂pm

− ∂pj
∂qm

∂qi

∂pm
=
∑
m

∂qi

∂qm
∂pj
∂pm

(3.29)

根据不同广义坐标和广义动量的独立性, 我们有

∂qi

∂qm
=

∂pi
∂pm

= δim, (3.30)

带回得到

[qi, pj] =
∑
m

δimδij = δij (3.31)

这个式子说明, 对于一组共轭的广义坐标和广义动量, 其 Poisson 括号不为零.

接下来我们计算任意力学量与广义坐标和广义动量的 Poisson 括号.

[qi, F ] =
∑
m

∂qi

∂qm
∂F

∂pm
− ∂F

∂qm
∂qi

∂pm
=
∑
m

δim
∂F

∂pm
=
∂F

∂pi
(3.32)

以及

[pi, F ] =
∑
m

∂pi
∂qm

∂F

∂pm
− ∂F

∂qm
∂pi
∂pm

= −
∑
m

δim
∂F

∂qm
= −∂F

∂qi
(3.33)

以上两个式子在量子力学中的一定条件下也成立. 若观测量 F̂ 可以展开成

p̂, q̂ 的幂级数, 那么:

1

ih̄
[q̂, F̂ ] =

∂F̂

∂p̂
,

1

ih̄
[p̂, F̂ ] = −∂F̂

∂q̂
(3.34)

可以看出, 量子力学中的对易子 [, ] 和经典力学种的 Poisson 括号有着对应关系:

1

ih̄
[, ] ↔ [, ]classical (3.35)

这样, 如果我们将 H 取作 Hamiltonian, 就有

[qi, H] =
∂H

∂pi
, [pi, H] = −∂H

∂qi
(3.36)
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利用式 (3.14) 就发现这两个式子其实就是 Hamilton 正则方程.

最后我们来看角动量的 Poisson 括号. 计算角动量的 Poisson 括号主要是为

量子力学中的角动量理论作一些准备. 我们取广义坐标为直角坐标, 这样角动量

可以写成:

lk =
∑
i,j

εijkxipj (3.37)

我们根据之前得到的力学量和坐标, 动量间 Poisson 括号的关系可以得到角动量

和坐标, 动量的 Poisson 括号:

[xm, lk] =
∂lk
∂pm

=
∑
i

εimkx
i, [pm, lk] = − ∂lk

∂xm
=
∑
i

εimkpi (3.38)

这样, 我们可以计算两个角动量间的 Poisson 括号:

[li, lj] =
∑
m,n

εmni[x
mpn, lj] =

∑
m,n

εmni(x
m[pn, lj] + pn[x

m, lj]) (3.39)

这里利用 ε 符号的缩并公式:∑
i

εijkεimn = δjmδkn − δjnδkm (3.40)

可以得到:

[li, lj] = x · pδij − xjpi + xipj − x · pδij = xipj − xjpi (3.41)

对于 i = j, 右边显然为零. 对于 i ̸= j, 右边则是第三个方向的角动量. 因此, 用 ε

符号可以将这个结果写成更紧凑的形式:

[li, lj] =
∑
k

εijklk (3.42)

接下来计算 l2 与 li 的 Poisson 括号. 计算这个 Poisson 括号的动机纯粹与量

子力学有关, 在经典力学中这个结论不太常用.

[l2, li] =
∑
k

2[lk, li] = 2
∑
m,k

εkimlm = 0 (3.43)

最后一个等号是因为, 在求和过程中, 只有 k ̸= m ̸= i 的项才会被保留. 而 k,m

求和会得到 εkim + εmik 的情况, 利用 ε 符号的反对称性就发现求和得零. 在量子

力学中, 这个结果说明 L̂2 与 L̂z 两个力学量是对易的, 因而有共同的本征态.
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3.2 Liouville 定理

在统计力学中, 我们研究大量粒子组成的体系. 每个粒子的运动状态在相空

间中可以用一个相点表示. 对于粒子数在 NA 量级的系统, 所有粒子的相点也构

成一种流体. 我们考虑流体的密度, 密度和每个粒子的运动状态有关, 所以相空间

中相流体的密度也是体系的一种力学量. 利用连续性方程, 我们有:

∂ρ

∂t
+∇ · (ρj) = 0 (3.44)

接下来我们计算 ∇ · (ρj). 根据矢量分析中的公式:

∇ · (ρj) = (∇ρ) · j + ρ∇ · j (3.45)

代入式 (3.3) 并与式 (3.8) 对比发现, 第一项就是 ρ 和 H 的 Poisson 括号, 而第二

项中出现的算子 ∇ · ω∇ = 0. 也就是说,

∂ρ

∂t
+ [ρ,H] = 0 (3.46)

而这个式子的含义正是 ρ 作为力学量对时间的全导数. 也就是说, 相流的密度不

随时间改变, 是一个守恒量. 这就是 Liouville 定理, 是统计力学中非常重要的结

论.

接下来我们对这个定理进行一些辨析和讨论. 首先要理解什么是相空间的相

流体密度. 在研究流体力学中有两种语言,一种是 Euler方法,另一种是 Lagrange

方法. Euler 法关注空间中的固定点, 也就是说, 我们在空间中框出一块确定的范

围, 研究这里面流体的运动. 对于密度来说, 任意一个时刻 t 下流体有空间分布,

不同的 t 下有不同的空间分布, 这样密度可以写成:

ρ = ρ(t,x) (3.47)

如果我们框出一块范围研究这个区域内流体的密度, 那么这个区域内的流体密度

关于时间的变化应当为 ∂ρ
∂t

. 但 Liouville定理是说 ρ关于时间的全导数为零. ρ作

为一种随时间变化的空间分布, 全导数的物理含义由 Lagrange 方法给出. 即我们
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研究一块确定的流体元的运动. 这块流体元的各种力学量随时间的变化就是这些

力学量关于时间的全导数. 因此 Liouville 定理是说, 当我们考虑一些确定的相点,

这些相点的数密度不随时间改变. 而因为我们研究的是确定的一组相点, 数密度

不变也就是说这组相点在相空间中所占据的体积不变. 利用更数学一些的语言来

说, 就是体系在真实运动轨迹下, 轨迹上每一点的切空间是保体积的. 数学中我们

一般用面积来描述, 也就是保辛: ∫∫
Σ

dq ∧ dp (3.48)

而 Liouville 定理给出的相流的保辛性给出: 对于一个区域 Σ, 其边界上的所有点

开始随时间演化到区域 Σ′, 在这前后有:∫∫
Σ

dq ∧ dp =

∫∫
Σ′

dq ∧ dp (3.49)

利用 Stokes 定理就得到

J =

∮
Σ

q · dp =

∮
Σ′
q · dp (3.50)

这就是 Poincare-Cartan 积分不变量. 其几何含义是相流管的截面积不变 (其

实也就是 Liouville 定理).

通过 Liouville 定理, 我们发现相空间中面积的结构是极为重要的. 在下一小

节中我们讨论体系的保面积的变换来寻找力学体系更多的守恒量.

3.3 正则变换

在系统真实的运动中, 我们希望系统的广义动量守恒:

pk = βk (3.51)

这样, 由于广义动量守恒, 利用 Hamilton 正则方程就有:

∂H

∂qk
= −ṗk = 0 (3.52)
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p p

q q

t

图 3.2: Poincare-Cartan 积分不变量

也就是说, Hamiltonian 中不显含 qk. 进而 Hamiltonian 是所有广义动量的函数,

Hamiltonian 守恒. 我们再利用另一个 Hamilton 正则方程:

αk =
∂H

∂pk
= q̇k (3.53)

式子的左边是 Hamiltonian 关于 pk 的偏导数. 因为 Hamiltonian 是所有广义动

量的函数, 所以求偏导后仍然是广义动量的函数, 是一个常数. 所以 qk 满足的微

分方程及其简单, 我们可以直接给出:

qk = αkt+ qk0 (3.54)

但是真实的运动中, 系统的性质不一定有我们期待的这么理想. 因此我们考虑, 如

果对广义坐标和广义动量进行一种变换:
Qi = Qi(q, p)

Pi = Pi(q, p)

(3.55)

使得变换得到的 Qi, Pi 仍满足 Hamilton 正则方程且 Pi 是守恒的, 这样我们就可

以简单地找出系统的守恒量并求解系统的运动. 很显然, 并不是所有的变换都能

使得变换后的广义坐标和广义动量满足 Hamilton 正则方程. 我们需要对变换作

出一些要求. 我们要求变换是一种正则变换, 即不破坏正则方程的变换.
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3.3.1 正则变换的几何含义

这里我们需要再深入理解所谓的满足正则方程. 所谓的满足正则方程是指.

在 {q, p} 这套正则坐标下, 系统的有一个真实运动的轨道:

q = q(t), p = p(t) (3.56)

如果我们的变换是连续的, 那么这条轨道就可以映射到新的相空间 {Q,P} 下的

一条轨道. 这样, 我们在新的相空间中如果可以定义一个与原来的 Hamiltonian

一一对应的新的 HamiltonianH ′,

H ′(Q(q, p), P (q, p)) = H(q, p) (3.57)

使得 Q,P 这条由原轨道映射过来的新轨道满足 Hamilton 正则方程, 那么根据开

头的讨论我们就可以容易地解出 Q(t), P (t) 并反解出 q, p, 达到我们的目的.

我们就需要确认, 究竟是相空间的什么性质使之可以用 Hamilton 正则方程

来描述, 即:

(Q̇, Ṗ ) ≡ V = ω∇′H ′ (3.58)

为了形式上的简洁, 我们统一将广义坐标和广义动量记作 xi, i = 1, · · · , 2f . 变换

后的广义坐标和广义动量用 X 表示. 新老坐标下 Hamiltonian 梯度的

∇H =
∂H

∂xi
=
∑
j

∂H

∂Xj

∂Xj

∂xi
= JT∇′H ′ (3.59)

其中 J 是坐标变换的 Jacobi 矩阵. 而相速度的变换公式为:

Ẋ =
∑
j

∂X i

∂xj
ẋj = Jẋ (3.60)

进而就有:

Ẋ = JωJT∇′H ′ (3.61)

满足 Hamilton 正则方程的条件要求:

JωJT = ω (3.62)
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这就是正则变换的辛条件. 我们将其写成分量形式:

∑
m,n

∂X i

∂xm
ωmn

∂Xj

∂xn
= ωij (3.63)

代入 X, x 和 ω 矩阵的具体形式, 我们发现这个式子的意义就是 Q,P 的 Poisson

括号 (也称为正则对易关系) 不变:

[Qi, Qj] = [Pi, Pj] = 0, [Qi, Pj] = δij (3.64)

由于基本力学量的 Poisson 括号不变, 进而所有力学量的 Poisson 括号都不改变.

我们之前说过, Poisson括号的几何意义就是面积,进而正则变换是一种保辛变换:

在相空间中, 任意一个区域的面积在变换后不发生变化, 这就是正则变换的几何

含义.

根据这样的几何含义, 再根据我们之前证明的 Liouville 定理, 我们发现系统

的真实演化:

q(t) → q(t+ dt), p(t) → p(t+ dt) (3.65)

就是一种正则变换. 只不过这种正则变换是无穷小的. 针对无穷小的正则变换我

们留到之后讨论.

3.3.2 生成函数

虽然正则变换的辛条件有着更清晰的几何含义, 但是其形式并不能帮我们生

成正则变换. 我们还是回到满足正则方程的条件上来. 利用这个条件, 我们允许

一种更广泛的正则变换. 即 
Qi = Qi(q, p, t)

Pi = Pi(q, p, t)

(3.66)

在这种变换下, 我们就不要求变换前后的相空间对应点上有着相同的 Hamilto-

nian, 因为这种变换还有时间作为参数. 这时候的几何意义相对不含时的正则变
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换就相对没那么明确1.

利用变换前后真实运动都满足 Hamilton 正则方程的条件, 我们可以给出二

者的作用量的关系:

δS = δS ′ = 0 (3.67)

仔细回忆变分的过程, 我们发现如果要求运动方程不变还允许一个额外的自

由度. 比如说,

S =

∫ t2

t1

dF (q, t)
dt dt = F (q, t)

∣∣t2
t1

(3.68)

那么无论 F 的具体形式,取变分都会得零. 如果将泛函导数视作一种广义的导数,

那么此时这个 Ḟ (q, t) 的角色就像是一个任意常数. 这个自由度的存在就是所谓

的规范对称性. 规范对称性在场论中是极为重要的, 我们在第十章就会看到. 对

于正则变换, 变分的时候还要求 δQ = 0, 因此 F 可以有更多的自由度:

F = F (q,Q, t) (3.69)

这样, 我们就得到:∑
k

PkQ̇
k −H ′ +

dF (q,Q, t)
dt =

∑
k

pkq̇
k −H (3.70)

这就是正则变换应当满足的条件. 我们发现, 如果给出 F 的具体形式, 那么写出

F 的全微分:

dF =
∑
k

∂F

∂qk
dqk −

∑
k

∂F

∂Qk
dQk +

∂F

∂t
dt (3.71)

并于式 (3.70) 比较可以发现:

dF =
∑
k

pkdqk −
∑
k

PkdQk + (H ′ −H)dt (3.72)

∂F

∂qk
= pk,

∂F

∂Qk
= −Pk (3.73)

1数学上可以证明, 如果一种变换满足我们接下来给出的条件, 那么这种变换也是保辛的. 不过

具体的证明需要更系统地引入辛几何, 但对物理图像的构建帮助不大. 因此这里我们就不再具体

说明.
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进而从中反解出 Qk = Qk(q, p, t), Pk = Pk(q, p, t) 就确定了一个正则变换. 同时我

们也确定了新的 Hamiltonian 的形式:

H ′ = H +
∂F

∂t
(3.74)

也就是说, 我们可以通过给出 F , 就生成了一种正则变换并给出了这个正则变换

的所有信息. 因此我们称函数 F 为正则变换的生成函数.

四种生成函数

我们知道, 对多元函数进行 Legendre 变换可以改变其变元. 我们对生成函

数进行 Legendre 变换就可以改变生成函数的变元. 对于 q,Q, p, P , 两两组合一

共有 4 种组合, 因此我们可以给出四组不同的生成函数. 我们以最开始得到的

F (q,Q, t) = F1(q,Q, t) 作为出发点.

取

F2 =
∑
k

QkPk + F1 (3.75)

这样

dF2 =
∑
k

PkdQk+
∑
k

QKdPk+dF1 =
∑
k

pkdqk+
∑
k

QkdPk+(H ′−H)dt (3.76)

可以看到, 这时我们的变元成为了 qk, Pk. 因此 F2 = F2(q, P, t), 这就是第二类生

成函数. 对比全微分关系我们可以得到第二类生成函数带来的正则变换:

pk =
∂F2

∂qk
, Qk =

∂F2

∂Pk
(3.77)

进行类似的操作可以给出第三类和第四类生成函数以及其对应的正则变换关系:
F3(Q, p, t) = F1 −

∑
k pkq

k

Pk = − ∂F3

∂Qk
, qk = −∂F3

∂pk

(3.78)
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F4(p, P, t) = F2 −

∑
k pkq

k

Qk = −∂F4

∂Pk
, qk = −∂F4

∂pk

(3.79)

但是无论生成函数如何选取, 其关于时间的偏导数项都没有变化:

H ′ −H =
∂F1

∂t
= · · · = ∂F4

∂t
(3.80)

接下来我们通过正则变换求解谐振子.

例 3.1. 谐振子

谐振子的 Hamiltonian 为

H =
p2

2m
+

1

2
mω2q2

作正则变换:

p = mωf(P ) cosQ, q = f(P ) sinQ

这时 p = mωq cotQ, 这提醒我们要用第一类生成函数.

∂F

∂Q
= −P, ∂F

∂q
= mωq cotQ

求解得到

F =
1

2
mωq2 cotQ⇒ P =

mωq2

2 sin2Q

由此得到:

f(P ) =

…
2P

mω

因为我们的生成函数不含时, 所以新的 Hamiltonian 就是

H ′ = H = ωP

符合我们期待的不含广义坐标. 因此根据之前的讨论就有:

Q = ωt+ φ, P =
E

ω
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反解得到

q =

…
2E

mω
sin(ωt+ φ), p =

√
2mωE cos(ωt+ φ)

3.4 Hamilton-Jacobi 方程

3.4.1 Hamilton-Jacobi 方程

相空间的正则变换给我们一种更大胆的猜想: 通过正则变换我们可以将所

有的广义动量变为积分常数, 广义坐标变为时间的线性函数. 那么我们是否可

以通过一种正则变换, 使得变换后的所有广义动量和广义坐标均为一个常数?

在这种情况下, 新的相空间中的相点应当是一个静止不动的点, 而只需要要求

Hamiltonian 则只与时间有关. 那么变换后的系统就满足 Hamilton 正则方程, 也

就是说这种变换是一个正则变换. 因此我们只需要说明, 存在一种变换使我们找

到 2f 个常数.

这种变换是存在的. 现设想我们求解系统的 Hamilton 正则方程. 为了完全

确定唯一的确定轨道, 我们需要 2f 个初始条件. 因此, 系统的真实轨道可以写成

关于初始条件和时间的函数:

q = q(t, q(0), p(0)), p = p(t, q(0), p(0)) (3.81)

这样, 我们总可以通过具体的表达式把 2f 个初始条件反解出来, 而这个反解的过

程形成一种变换. 变换后得到的初始条件当然是 2f 个常数. 因此我们就找到了

满足要求的变换, 根据之前的讨论, 这种变换也是一种正则变换. 因此我们最初的

设想可以达成.

接下来, 我们设这个变换的生成函数为 F . 根据上节的讨论, 我们知道这个
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生成函数应当满足如下的条件:

H ′ = H ′(t) = H +
∂F

∂t
∂F

∂qk
= pk,

∂F

∂Qk
= −Pk

(3.82)

第二个式子中的 Pk, Q
k 均为常数, 我们用加粗的 Q,P 来表示. 这样, F 实际上

就可以看作是 q,Q, t 的函数, 但其中只有 q, t 是变元.

接下来是 H ′(t) 的选取. 在讨论正则变换时, 我们对 H ′ 的唯一要求是 H ′ 能

够使新的相空间中的真实运动满足 Hamilton 正则方程, 只要能够满足 Hamilton

正则方程, H ′ 的选取实际上是任意的. 因此为了简便, 我们直接取 H ′(t) = 0. 这

样就得到了:

H +
∂F

∂t
= 0 (3.83)

这时候, 由于我们已经给定了 H ′, F 就相对应的被这个方程决定 (允许有任意的

常数存在). 我们称满足要求的生成函数为 Hamilton 主函数, 记作 S2. 此时, 因

为 S 是 q, t,Q 的函数, 所以由生成函数条件,

pk =
∂S

∂qk
= pk(q, t) (3.84)

即广义动量也是 q, t 的函数. 因此我们应将 Hamiltonian 改写为

H(q, p, t) = H

(
q,
∂S

∂q
, t

)
(3.85)

带回到式 (3.83) 就可以得到:

H

(
q,
∂S

∂q
, t

)
+
∂S

∂t
= 0 (3.86)

这就是 Hamilton-Jacobi 方程. 对于一个物理系统, 我们可以确定其 Hamil-

tonian 的形式, 进而从这个式子中可以解出 S(q, t), 其中包含 f + 1 个积分常

数. 而其中一个常数我们已经可以知道其来源: 方程中没有出现 S 本身, 因此

S ′ = S + S0 也是方程的解. 剩下 f 个包含物理信息的常数 α. 这个实际上就是
2之后会看到这个记号的意义
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我们正则变换后得到的广义坐标常数. 根据正则变换条件, 我们可以推出广义动

量对应的常数:

Pk = βk = −∂S(q,α, t)
∂αk

(3.87)

根据这个方程, 我们可以直接反解出

q = q(α,β, t) (3.88)

包含 2f 个常数. 最后利用式 (3.84) 我们就可以解出所有的广义动量的真实轨道.

3.4.2 Hamilton 主函数的确定

我们写出 Hamilton 主函数的全微分:

dS =
∑
k

pkdqk −
∑
k

PkdQk + (H ′ −H)dt (3.89)

因为正则变换后的 P,Q 均为常数, 在真实运动中不发生变化, 因此右边的第二项

为零. 我们再把 H ′ = 0 带回得到:

dS =
∑
k

pkdqk −Hdt (3.90)

因此:

S =

∫ ∑
k

pkdqk −Hdt =
∫ (∑

k

pkq̇
k −H

)
dt (3.91)

就是系统运动的作用量. 也就是说, Hamilton 主函数其实就是作用量. 但这个作

用量与我们最开始讨论的作用量有细微的差别, 这个差别在于最开始的作用量是

一个泛函, 而这里的作用量是给定初始条件的情况下系统随着真实轨道演化的作

用量. 因此这个作用量只与末尾的时间 t 有关. 在初始条件确定的情况下, 这个

作用量只是时间 t 的一元函数. 为了与泛函的作用量进行区分, 我们称这个作用

量 S(t) 为经典作用量.
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3.4.3 Hamilton-Jacobi 方程的分离变量

Hamilton-Jacobi 方程将 2f 个正则常微分方程改为了一个含 f +1 的独立变

量的偏微分方程. 求解偏微分方程的一个常用的技术是分离变量的方法.

对于分离变量, 我们观察到, 如果一个系统的 Hamiltonian 不显含时间, 那么

Hamilton-Jacobi 方程中与时间有关的项就只有 ∂S/∂t 的项. 进而如果这一项与

时间无关, 那么整个偏微分方程的求解就完全与时间无关, 我们就完成了对时间

的分离变量. 具体写出来就是:

S = W (q)− Et (3.92)

这样
∂S

∂t
= −E, ∂S

∂qk
=
∂W

∂qk
(3.93)

Hamilton-Jacobi 方程就变成:

H

(
q,
∂W

∂q

)
= E (3.94)

其中, W (q) 被称为系统的 Hamilton 特征函数.

对于 W , 若其有分离变量的形式

W =
∑
k

Wk(q
k) (3.95)

使得

H =
∑
k

Hk

(
qk,

∂Wk

∂qk

)
(3.96)

则 Hamilton-Jacobi 方程就可以被分离变量为 f 个带有常数的一阶常微分方程:

Hk

(
qk,

∂Wk

∂qk

)
= Ek,

∑
k

Ek = E (3.97)

至此我们就基本完成了对哈密顿力学及其正则形式的主要内容的叙述. 以

上的所有内容主要是一个理论框架, 我们基本上没有讨论如何具体地写出系统的

Hamiltonian, 但是相应地, 我们目前得到的所有结论有着较强的普遍性. 接下来
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我们从相空间移步到更为具体的位形空间来介绍 Lagrange 力学. Lagrange 力学

在解决具体问题上比 Hamilton 力学更为有力, 在某种程度上也能够帮助我们写

出系统的 Hamiltonian. 具体的比较我们在结束对 Lagrange 力学的介绍之后进

行. 以上的内容我们没有对周期运动的作用-角变量进行介绍, 这部分内容留到分

析力学的应用这一章中.
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第四章 Lagrange 力学

4.1 位形空间的最小作用量原理

4.1.1 位形空间

在描述相空间的最小作用量原理时, 我们说作用量为

S =

∫ t2

t1

(∑
k

pkq̇
k −H

)
dt (4.1)

在当时, 这个形式的引入较为不自然. 我们解释说这是因为这样会使得 H 有更为

明确的物理意义. 如果我们更愿意从直接从被积分的函数:

L(q, q̇, p, t) =
∑
k

pkq̇
k −H (4.2)

进行研究, 就会得到另外一套截然不同的力学体系: Lagrange 力学.

Lagrange 力学是建立在位形空间之上的. 所谓位形空间就是由 {qi} 为变量

的空间, 是一个 f 维的流形. 在位形空间中, 用时间作为参数所描述的一条一维

的轨迹:

qi = qi(t) (4.3)

就是系统运动的一条轨道.

位形空间和相空间的最大区别在于, 位形空间中的一个点不能代表系统的一

个态, 因为我们缺失了系统的动量信息. 因此, 即使是位形空间中的真实轨迹, 也

是可以相交的, 因为即使两个系统处于位形空间的同一点, 也有可能有不同的态,

进而产生不同的演化方向.

39
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4.1.2 位形空间的最小作用量

一个自然的想法是, 位形空间是否有最小作用量原理? 也就是说, 是否存在

一个定义在位形空间上的作用量:

S =

∫ t2

t1

L(q, q̇, t)dt (4.4)

使得取真实轨道的形况下作用量取得驻值? 这个问题涉及到多元泛函的极值问

题. 在相空间中, 作用量是一个多元泛函

S = S[q, p] (4.5)

泛函取极值时要求
δS

δq
= 0,

δS

δp
= 0 (4.6)

这时候, 我们如果先求解第二个方程, 或者说利用 Hamilton 正则方程中的一组

∂H

∂p
= q̇ (4.7)

反解出 p = p(q, q̇, t). 此时, 泛函就从 2f 元泛函变为了 f 元泛函. 我们只需要使

得
δS

δq
= 0 (4.8)

即可. 因此,如果我们可以不通过相空间的最小作用量原理直接确定 p = p(q, q̇, t),

这样就自动满足第二组 Hamilton 正则方程, 进而我们发现泛函取驻值的两个条

件就完全相同. 因此, 我们称带入了 p = (q, q̇, t) 后的 f 泛函的作用量为位形空间

的作用量, 坐标空间中的最小作用量原理成立, 且在确定 p = (q, q̇, t) 的条件下和

相空间中的最小作用量原理是等价的.

在利用坐标空间的最小作用量原理之前, 我们先讨论一下 Lagrange 力学和

Hamilton 力学的区别. 在量子力学中我们更多的使用 Hamilton 力学的方法来

讨论 (即正则量子化方法), 因为在量子力学中 q̇ 很难有明确的定义, 而且我们

对 p̂, q̂ 是未知的, 只知道 [q̂, p̂] = ih̄. 但是, 这并不说明 Lagrange 力学一定就不
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如 Hamilton 力学. 对于经典体系, 我们知道 p = mv, 利用 Lagrange 力学就能

很快地求解问题. 从对称性角度来说, Lagrange 力学有着规范对称性, 并且有着

协变性, 这两点都是 Hamilton 力学不具备的, 而恰恰是这两点在场论中是极为

重要的. 因此在相应的问题中, 我们会更倾向于采用 Lagrange 力学来解决问题.

Hamilton 力学和 Lagrange 力学有着各自的优势所在.

4.2 Lagrange 方程

将 p = p(q, q̇, t) 带回到作用量的表达式中就得到了位形空间的作用量:

S =

∫ t2

t1

L(q, q̇, t)dt (4.9)

其中, L 被称为系统的 Lagrangian(拉格朗日量). 在相空间中的变分我们要求初

末的广义坐标固定, 在位形空间中也是如此. 我们对 S 取变分:

δS =

∫ t2

t1

dt
(∑

i

∂L

∂qi
δqi +

∂L

∂q̇i
δq̇i

)
(4.10)

利用变分与导数的可交换性并进行分部积分:

∂L

∂q̇i
δq̇i =

∂L

∂q̇i
d
dtδq

i =
d
dt

(
∂L

∂q̇i
δqi
)
− δqi

d
dt
∂L

∂q̇i
(4.11)

带回得到

δS =
∑
i

∂L

∂q̇i
δqi
∣∣∣∣t2
t1

−
∫ t2

t1

dt
∑
i

δqi
(

d
dt
∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi

)
(4.12)

第一项根据端点固定的条件得零, 第二项要求在任意变分下积分恒为零, 只能有

d
dt
∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi
= 0 (4.13)

这就是 Lagrange 方程.
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4.3 Lagrange 力学与 Hamilton 力学

4.3.1 Legendre 变换

Lagrange力学是位形空间的力学,而 Hamilton力学则是相空间中的力学. 前

者以 q, q̇, t 为变量而后者以 q, p, t 为变量. 从数值上, Lagrangian 和 Hamiltonian

的关系为

L =
∑
k

pkq̇
k −H (4.14)

如果我们目前只有 Hamiltonian, 那么必须要通过 Hamilton 正则方程解出 p =

p(q, q̇, t)代入,才可以得到位形空间上的 Lagrangian. 那如果我们知道 Lagrangian

的形式, 如何能够得到 Hamiltonian? 这里我们就需要用到微分关系. 考虑系统在

dt 时间内, 广义坐标变动 dq, 广义速度变动 dq̇, 广义动量由于 q, q̇ 的变化而变动

dp, 则 Lagrangian 的变化为

L =
∑
k

pkdq̇k +
∑
k

q̇kdpk − dH (4.15)

系统的变动是真实变动, 因此仍然满足 Hamilton 正则方程, 因此 H 的变化可以

写为

dH(q, p(q, q̇, t), t) =
∑
k

∂H

∂qk
dqk +

∑
k

∂H

∂pk
dpk +

∂H

∂t
dt (4.16)

代入 Hamilton 正则方程:

dH(q, p(q, q̇, t), t) = −
∑
k

ṗkdqk +
∑
k

q̇kdpk +
∂H

∂t
dt (4.17)

带回得到

dL =
∑
k

pkdq̇k +
∑
k

ṗkdqk −
∂H

∂t
dt (4.18)

对比 L 对应的全微分关系就可以得到:

pk =
∂L

∂q̇k
(4.19)
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这就是广义动量 p 关于 q, q̇, t 的函数关系. 也就是说, 当知道 Lagrangian 以后,

我们就可以通过这个式子求出广义动量, 再反解出 q̇ = q̇(q, p, t). 利用

H =
∑

pkq̇
k − L (4.20)

就可以得到 Hamiltonian. 通过对比全微分关系, 我们还可以得到两个副产品:

ṗk =
∂L

∂qk
(4.21)

代入 p = p(q, q̇, t) 我们发现, 这其实就是 Lagrange 方程; 以及

∂L

∂t
= −∂H

∂t
(4.22)

也就是说, Lagrangian 与 Hamiltonian 是否含时是统一的.

上述过程从数学上来说是一个 Legendre 变换的过程. Legendre 变换作为

一种技术在物理中有广泛的应用, 因此我们也将其作为一种技术进行介绍, 不过

多地探讨其几何含义. 对于一个多元函数 f , 其全微分为

df =
∑
i

∂f

∂xi
dxi (4.23)

如果我们希望改变函数的变元, 使得 ∂f/∂xk 代替 xk 与其他变量共同作为变元.

这时候, 为了凑出全微分的形式, 进行一个分部积分的操作:

∂f

∂xk
dxk = d

(
∂f

∂xk
xk

)
− xkd

∂f

∂xk
(4.24)

移项得到:

d
(
∂f

∂xk
xk − f

)
= −

∑
i ̸=k

∂f

∂xi
dxi + xkd

∂f

∂xk
(4.25)

这样我们得到了一个新的函数, 使得从全微分关系上看, 其变元符合我们的要求.

这个新的函数

f̃ =
∂f

∂xk
xk − f (4.26)

就是 f 的 Legendre 变换. 以上的讨论是纯数学的, 不过不难看出, Lagrangian 和

Hamiltonian 互为 Legendre 变换, 我们所替换的变元就是广义速度和广义动量.
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4.3.2 Routh 函数

从式 (4.21) 中可以看出, 当 Lagrangian 中不显含某个广义坐标时, 其对应的

广义动量守恒. 因此, 当写下一个 Lagrangian 的时候, 我们就已经清楚系统中守

恒的广义动量了. 这时候的一个想法就是, 我们能否先求出这些广义动量:

βk = pk =
∂L

∂q̇k
(4.27)

不妨设 1 ∼ s 的广义动量是守恒的. 这样我们就可以反解出

q̇k = f(qi, q̇i, β1∼s), k = 1, · · · , s; i = s+ 1, · · · , f (4.28)

这样, 重新得到的 Lagrangian 中就只剩下 f − s 个广义坐标及其导数, 我们就可

以求解更少的方程. 但这种做法是错误的. 我们观察 L 的全微分:

∑
i

∂L

∂q̇i
dq̇i +

∑
i

∂L

∂qi
dqi + ∂L

∂t
dt = dL =

∑
i

pidq̇i −
∑
i

ṗidqi −
∂H

∂t
dt (4.29)

左边的等号来源于 L 全微分的定义, 而右侧的等号来源于真实轨道的 Hamilton

正则方程以及 Legendre 变换. Lagrange 方程来自将这两个等号连起来. 也就是

说, 要给出正确的物理方程, 需要 L 有正确的函数形式而非数值. 当我们将 q̇ 反

解再带回, 相当于保持 Lagrangian 的数值不变但改变了其函数形式, 因此我们不

一定能得到正确的物理方程. 从最小作用量原理来说, 我们作的数值上不变的反

解操作, 只在真实轨道上正确, 但我们却改变了泛函的结构, 因此前后的泛函极值

条件不一定等价.

但是, 毕竟系统确实存在守恒的广义坐标, 因此我们所希望的简化方程求解

的操作还是存在的. 我们发现, 通过 Legendre 变换, 我们变元从所有的广义动量

改为了广义速度. 我们能否再通过 Legendre 变换, 将守恒的那些广义动量的共轭

的广义速度变回到广义动量. 根据之前提到过的 Legendre 变换的方法, 这个新的

函数就是

R =
s∑
i=1

psq̇
s − L(q, q̇, t) (4.30)
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被称为 Routhian(罗斯函数). 我们取这个函数的全微分发现:

dR =
s∑
i=1

q̇sdps −
f∑

k=s+1

(
∂L

∂q̇k
dq̇k + ∂L

∂qk
dqk
)
− ∂L

∂t
(4.31)

而在真实演化的过程中, dps = 0, 这样, 对比其和 R 全微分的定义就可以得到

Routh 方程:
d
dt
∂R

∂q̇k
− ∂R

∂qk
= 0, k = s+ 1, · · · , f (4.32)

其中, 我们已经省略了下角标:

∂R

∂Q
=

(
∂R

∂Q

)
p1,··· ,ps

(4.33)

因此, 从实际上的操作来说, 我们就是先观察出守恒的广义动量, 将对应的这部分

广义速度反解出来, 再代入 Routhian. 这样的 Routhian 给出的 Routh 方程就是

正确的.

4.4 Lagrange 力学与 Newton 力学

这一节我们主要探讨 Lagrange 力学与 Newton 力学的关系. 通过这一节的

讨论, 我们就基本上可以用 Lagrange 力学以及 Hamilton 力学来处理大部分的经

典力学体系. 并且我们能够看到分析力学可以描述更广义的体系.

4.4.1 d’Alembert 原理

对于经典力学系统, 系统的直角坐标下的 Hamiltonian 可以写成:

H =
∑
i

p2
i

2mi

+ V (ri) (4.34)

根据 Hamilton 正则方程我们知道 pi = mvi, 这样带回就可以得到经典力学系统

的 Lagrangian:

L =
∑
i

1

2
miv

2
i − V = T − V (4.35)
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即系统的动能减去势能. 这样, 最小作用量原理就可以写成:

δS = −
∫ t2

t1

∑
i

(
mr̈i +

∂V

∂ri

)
· δridt = 0 (4.36)

Newton 力学中力的定义为:

Fi = −∂V
∂ri

(4.37)

被积函数在任意 δri 下均成立, 只能有

∑
i

(mr̈i − Fi) · δri (4.38)

其中根据最小作用量中我们约定的变分, δri 为约束允许情况下的任意的等时的

ri 的无穷小变动. 式 (4.38) 就是著名的 d’Alembert 原理, 是连接 Newton 力学

与最小作用量原理的桥梁. 从 d’Alembert 原理中我们可以看出, 分析力学描述的

体系都是理想约束的体系. 因为在给出 d’Alembert 原理时, 我们将力定义为势能

的负梯度, 这只能描述质点与其他质点以及外场的相互作用, 但不能描述约束对

系统造成的力. 事实上, 我们在构建分析力学体系时就默认了这一点. 理想约束

的定义为 ∑
i

Ni · δri = 0 (4.39)

即约束带来的相互作用不对作用量的变动贡献. 或者从量纲上看, 这个式子似乎

是约束力在位置改变下做的功. 因为这样的功并不会在真实演化下有任何的物理

意义, 因此我们将其称为虚功. 所以换句话说, 理想约束就是约束力的虚功之和为

零. 更进一步地, 我们可以用虚功的概念重新看 d’Alembert 原理. 在体系平衡时,

d’Alembert 原理就是说, 所有除约束外的相互作用带来所作的虚功为零:

∑
i

Fi · δri = 0 (4.40)

这就是所谓的虚功原理.
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4.4.2 第一类 Lagrange 方程

如果将 d’Alembert 原理作为分析力学中最基本的假设 (而非最小作用量原

理), 我们就可以从 Newton 力学开始构建整个分析力学体系. 我们将 d’Alembert

原理广义坐标化, 则根据式 (1.3) 我们可以给出等时变分的虚位移的表达式, 只需

要去掉 ∂r
/
∂t 项:

δri =
∑
k

∂rk
∂qk

δqk (4.41)

这样 d’Alembert 原理就变成了∑
i

mir̈i ·

(∑
k

∂rk
∂qk

δqk

)
=
∑
i

Fi ·

(∑
k

∂rk
∂qk

δqk

)
(4.42)

观察式 (1.3) 可以发现,
∂rk
∂qk

=
∂ṙi
∂q̇k

(4.43)

取该式的全微分可以看到
d
dt
∂rk
∂qk

=
∂ṙi
∂qk

(4.44)

这样将这两个式子带回到左边:

r̈i ·
∂rk
∂qk

=
d
dt ṙi ·

∂ṙi
∂qk

− ri ·
∂ṙi
∂qk

=
1

mi

(
d
dt
∂T

∂q̇k
− ∂T

∂qk

) (4.45)

其中 T 为体系的总动能. 对式 (4.42) 的右边, 我们定义广义力:∑
i

Fi ·
∂ri
∂qk

= Qk (4.46)

就可以将 d’Alembert 原理改写为

d
dt
∂T

∂q̇k
− ∂T

∂qk
= Qk (4.47)

这就是第一类 Lagrange 方程. 进而, 如果我们可以将广义力 Qk 写成

Qk =
d
dt
∂U

∂q̇k
− ∂U

∂qk
(4.48)
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这样定义系统的 Lagrangian 为 L = T − U , 就得到了我们所熟知的 Lagrange 方

程. 第一类 Lagrange 方程的优势在于, 我们不用要求势能必须只能是位置的函

数: V = V (q), 而是可以定义广义势:

U = U(q, q̇, t) (4.49)

取描述带有速度的力.

例 4.1. Lorentz 力

取广义势为

U = −q
∑
i

Ai(x)ẋi + qϕ (4.50)

则
d
dt
∂U

∂ẋk
= −q

∑
i

∂Ak
∂xi

ẋi

∂U

∂xk
= q

∂ϕ

∂xk
− q

∑
i

∂Ai
∂xk

ẋi

这样

Qk = q
∑
i

(
∂Ai
∂xk

− ∂Ak
∂xi

)
ẋi − q

∂ϕ

∂xk

定义矢量场 B,E 为

εijkBk =
∂Aj
∂xi

− ∂Ai
∂xj

, Ei = − ∂ϕ

∂xi
(4.51)

这样用矢量写出广义力就是

F = q(v ×B +E) (4.52)

这就是带电粒子受到的 Lorentz 力. 熟悉电动力学的读者容易看出, B = ∇×A

为磁感应强度, E = −∇ϕ 为电场. A 为磁矢势, ϕ 为电势. 也就是说, 带电粒子在

电磁场中的 Lagrangian 为

L =
1

2
mv2 + qA · v − qϕ (4.53)
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可以得到对应的正则动量

p = mv + qA (4.54)

由此得到对应的 Hamiltonian 为

H =
(p− qA)2

2m
+ qϕ (4.55)

4.5 Lagrange 力学的广义协变性

我们前面说过, Lagrange 力学相较 Hamilton 力学的一个优势就是具有协变

性. 或者更准确的说, 是具有广义协变性. 在 Hamilton 力学中, 我们对系统的广

义坐标和广义动量进行某种变换, 只有当这种变换是一个正则变换的时候, 变换

后的系统才能仍然满足 Hamilton 正则方程. 但是, Lagrange 力学中, 我们对坐标

进行任意的点变换, 也就是说采用不同的广义坐标对系统进行描述, 系统都自动

满足 Lagrange 方程. 这就是 Lagrange 力学的广义协变性.

在探讨拉格朗日力学的广义协变性之前, 我们先给几个著名的结论. 对于某

一个只与坐标有关的量 (可以是矢量或者标量)Q(q, t). 我们求其对时间的导数:

Q̇ =
∂Q

∂t
+
∑
k

∂Q

∂qk
q̇k (4.56)

由于 Q 只和 q, t 有关, 因此我们有
∂Q̇

∂q̇k
=
∂Q

∂qk
(4.57)

随后我们求
∂Q̇

∂qk
=

∂2Q

∂qk∂t
+
∑
i

∂2Q

∂qk∂qi
q̇i (4.58)

根据混合导数的可交换性, 我们发现这其实就是 ∂Q/∂qk 关于时间的全导数. 也

就是说
∂Q̇

∂qk
=

d
dt
∂Q

∂qk
(4.59)
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式 (4.57) 和 (4.59) 就是著名的 Lagrange 关系. 这一点在我们以 Newton 力学

为出发点来推导 Lagrange方程时也有用处, 可以看到, 式 (4.43)和式 (4.44)就是

Lagrange 关系的一个特殊情况.

接下来我们就来说明 Lagrange 力学的广义协变性. 我们设 Q, q 为两组不同

的广义坐标, 这两组广义坐标都可以唯一确定系统的位形. 这样两组广义坐标之

间就存在非奇异的变换关系:

Qj = Qj(q, t), Q̇j = Q̇j(q, q̇, t) (4.60)

我们假设在 Q 作为广义坐标时, Lagrange 方程成立. 如果我们用 q 作为广义坐

标来描写 Lagrangian, 就有

L(q, q̇, t) = L(Q(q, t), Q̇(q, q̇, t), t) (4.61)

那么根据偏导数的链式法则, 我们有
∂L

∂qi
=
∑
j

∂Qj

∂qi
∂L

∂Qj
+
∑
j

∂Q̇j

∂qi
∂L

∂Q̇j
(4.62)

∂L

∂q̇i
=
∑
j

∂Q̇j

∂q̇i
∂L

∂Q̇j
(4.63)

我们在写关于 q 的 Lagrange 方程时, 还要求这项关于时间的全导数:

d
dt
∂L

∂q̇i
=
∑
j

d
dt

(
∂Q̇j

∂q̇i

)
∂L

∂Q̇j
+
∑
j

∂Q̇j

∂q̇i
d
dt

∂L

∂Q̇j
(4.64)

于是利用 Lagrange 关系, q 的 Lagrange 方程为
d
dt
∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi

=
∑
j

d
dt

(
∂Q̇j

∂q̇i

)
∂L

∂Q̇j
+
∑
j

∂Q̇j

∂q̇i
d
dt

∂L

∂Q̇j
−
∑
j

∂Qj

∂qi
∂L

∂Qj
−
∑
j

∂Q̇j

∂qi
∂L

∂Q̇j

=
∑
j

∂Q̇j

∂qi
∂L

∂Q̇j
+
∑
j

∂Qj

∂qi
d
dt

∂L

∂Q̇j
−
∑
j

∂Qj

∂qi
∂L

∂Qj
−
∑
j

∂Q̇j

∂qi
∂L

∂Q̇j

=
∑
j

∂Qj

∂qi

[
d
dt

∂L

∂Q̇j
− ∂L

∂Qj

]
=0

(4.65)
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自动成立. 从这个角度看我们也可以看到 Lagrange 方程和 Newton 力学的等价

性. 我们只需要取

L = T − V, Q = r (4.66)

这样 Q 和 Lagrange 方程就是 Newton 运动定律, 而左边是我们选取的广义坐标

的 Lagrange 方程.
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第五章 对称性与守恒量

在第四章中我们以寻找守恒量为动机构建了 Hamilton 力学的主要结构, 在

经过对 Lagrange 力学的讨论后, 我们在这 Hamilton 力学和 Lagrange 力学这两

种视角下重新对系统的守恒量进行一个相对系统的讨论. 我们发现, 这两种力学

都给出一个结论: 系统的变换对称性与守恒量之间有着深刻的联系.

5.1 循环坐标

首先考虑两个最简单的动力学量: pi, qi. 他们的导数由 Hamilton 正则方程

直接给出. 根据 Hamilton 正则方程, 若

∂H

∂qi
= 0 (5.1)

即写 Hamilton 函数时我们发现这里头没有 qi. 这会导致

ṗi = 0 (5.2)

说明 pi 是守恒的. 这时候, 我们称 qi 是一个循环坐标.

我们发现, 位于我们研究中心地位的 HamiltonianH 本身就是一个态函数.

计算其导数:
dH
dt =

∑
i

∂H

∂qi
q̇i +

∑
i

∂H

∂pi
ṗi +

∂H

∂t
(5.3)

代入我们已经导出的 Hamilton 正则方程, 就发现

Ḣ =
∑
i

∂H

∂qi
∂H

∂pi
+
∑
i

∂H

∂pi

(
−∂H
∂qi

)
+
∂H

∂t
=
∂H

∂t
(5.4)

53
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这个结果是非平凡的, 它告诉我们说, 一旦 Hamiltonian 不显含时间, 那么 Hamil-

tonian 就是守恒的. 从物理上这个结果可以进行直观理解. 在讨论非定常约束

时我们说, 若一个约束显含时间, 那么这个系统就需要受到一个运动的“机器”

来构造这种约束. 对于 Hamiltonian 来说也同理, 如果我们要构造一个能量显含

时间的系统, 那么就需要类似于构造非定常约束的那样一个“机器”, 而这个机

器会与系统本身存在能量的交换, 这样 Hamiltonian 就不守恒. 如果一个系统的

Hamiltonian 不显含时间, 那么这个系统就是“自然”的, 会有能量守恒.

对于 Lagrange 力学也可以有相同的结论, 写下 Lagrange 方程

d
dt

(
∂L

∂q̇i

)
=
∂L

∂qi
(5.5)

如果 Lagrangian 不显含某个广义坐标, 就有与其对应的广义动量

∂L

∂q̇i
= pi (5.6)

守恒. 如果 Lagrangian 不显含时间, 根据之前导出的关系式

∂L

∂t
= −∂H

∂t
(5.7)

就知道 Hamiltonian 守恒.

5.2 无穷小正则变换

5.2.1 对称性

上述的讨论给我们一种感觉, 就是当 Hamiltonian 不显含某个量时, 就能找

到一个量守恒. 我们仔细分析 Hamiltonian 不显含某个量的定义, 就是当这个量

进行一个无穷小的变化:

Q→ Q+ ε, ε≪ 1 (5.8)

则变换后的 Hamiltonian

H̄ = H(Q+ ε) = H(Q) +
∂H

∂Q
ε = H(Q) (5.9)
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与变换前的 Hamiltonian 相同.

从物理的观点上看, 如果我们让

q → q + ε (5.10)

我们实际上进行了在这个广义坐标上的一个无穷小的平移. 关于平移, 这里需要

进行一个额外的解释. 我们之前说过, 相空间不一定是一个线性空间, 这导致对于

广义坐标一个有限的变化其实并没有任何意义. 但是我们还提到过, 相空间是一

个 2f 维的流形, 而流形在一个很小的邻域内是微分同胚于一个 2f 维的欧式空

间的, 不严格地说就是只要取的邻域足够小, 我们就感受不到空间的弯曲. 这样,

这个无穷小量就可以认为是在该线性空间中的一个平移. 一个很好的例子是以旋

转角为广义坐标. 在角度足够小的时候, 我们就可以用一个矢量来表达这个无穷

小的旋转, 进而得到角速度矢量.

回到对物理的讨论. Hamiltonian 在这个广义坐标上的一个无穷小的平移下

不变, 实际上是一种对称性. 这里的对称性是广义的对称性, 指的是系统在某种变

换下不变的特性. 这是对狭义对称的一个延拓, 在广义的对称性下, 狭义的对称性

就是说在反射变换下不变的性质. 如果将时间视作一个 q0 的广义坐标, 那么我们

就将之前的规律总结为, 若 Hamiltonian 关于某个广义坐标存在无穷小平移对称

性, 那么存在一个与之对应的守恒量. 我们发现守恒量似乎能够刻画系统的对称

性. 从解决问题的角度看, 如果我们注意到了系统的某种对称性, 就可以找到一个

守恒量来方便我们对系统性质的研究.

在 Hamilton 力学中, 广义坐标和广义动量的地位是一致的, 所以广义的无穷

小对称变换应当是把 2f 个广义坐标和广义动量变换到 2f 个新的广义坐标和动

量. 这让我们回想起了正则变换, 而对称性指的是在连续变换下的不变性, 因此我

们在这里讨论的就是无穷小正则变换.
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5.2.2 无穷小正则变换

接下来我们认为 t 是序号为零的广义坐标, 将广义坐标和广义动量统一写成

xi. 最普遍的正则变换是

xi = fi(x0∼2f ) (5.11)

但这样一个变换是点变换, 变换没有任何的自由度. 这样, 这个变换要么是恒同映

射, 要么不是无穷小的. 所以考虑一个二维的旋转变换, 我们发现在描述这个变换

时需要引入一个连续变化的参量 θ, 并且 θ = 0 时为恒同变换. 再考虑三维的变

换, 我们需要不止一个连续变化的参量. 所以总结下来, 对无穷小变换的描述我

们需要引入多个连续变化的参量, 且在这些参量全部为零的时候变换为恒同变换.

这样我们就可以利用生成函数写出带参数的正则变换. 这里我们取第二类生成函

数:

G = G(q, P, α) (5.12)

我们要求在 α1 = · · · = αr = 0 时 G 是恒同正则变换的生成函数, 因此对其进行

一阶展开就可以得到

G =

f∑
k=1

qkPk +
r∑
l=1

∂G

∂αl

∣∣∣∣
α=0

∆αl (5.13)

为了简洁, 我们记
∂G

∂αl

∣∣∣∣
α=0

= Fl(q, P ) (5.14)

这样我们就构造出了无穷小正则变换. 由此:

pk = Pk +
∑
l

∂Fl
∂qk

∆αl, Qk = qk +
∑
l

∂Fl
∂P k

∆αl (5.15)

因为正则变换前后的广义坐标和广义动量差无穷小, 因此在忽略高阶无穷小的情

况下, 我们可以直接将生成函数中的 P 代换称 p:
Qk = qk +

∑
l

∂Fl
∂pk

∆αl

Pk = pk −
∑

l

∂Fl
∂qk

∆αl

(5.16)



5.2 无穷小正则变换 57

例 5.1. 真实演化作为无穷小正则变换

我们之前提到过, 系统的真实演化可以看成是一种无穷小的正则变换. 现

在经过更详细的讨论我们知道这种无穷小的正则变换的参数就是 t. 进而, 根据

Hamilton 正则方程我们就知道

F = H (5.17)

即 Hamiltonian.

现在我们考察系统的对称性. 经过无穷小正则变换后, 系统的 Hamiltonian

的改变为零:

0 = δH =

f∑
k=1

∂H

∂qk
∆qk +

∂H

∂pk
∆pk (5.18)

代入具体的正则变换的形式:

0 = δH =
∑
k,l

(
∂H

∂qk
∂Fl
∂pk

− ∂H

∂pk

∂Fl
∂qk

)
∆αl =

∑
l

[Fl, H]∆αl (5.19)

而 α 是相互独立的任意的无穷小的参数, 因此一定有 [Fl, H] = 0. 而 Fl 不含时

间, 所以根据式 (3.14) 我们就发现了 r 个守恒量 Fl.

例 5.2. 量子力学中的对称与守恒

量子力学中, 一种无穷小变换可以写成幺正算符:

Û = 1+ iεF̂

要求变换前后仍满足薛定谔方程 (其实这就是对正则变换满足 Hamilton 正则方

程的要求):

ih̄
d
dtÛ |ψ⟩ = ÛĤÛ †Û |ψ⟩

且 Hamiltonian 不变:

ÛĤÛ † = Ĥ
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代入计算就可以得到

[F̂ , Ĥ] = 0

即力学量 F̂ 守恒.

因此, 通过无穷小正则变换, 我们发现, 如果系统有 r 个相互独立的连续正

则变换的对称性, 那么就一定有与之对应的 r 个守恒量. 这就是广义的 Noether

定理. 一般的 Noether 定理是说系统在时空上有某种连续对称性对应的守恒量.

这一点我们在下节用 Lagrange 力学讨论.

5.3 Noether 定理和规范对称

5.3.1 Lagrange 力学的规范对称性

考虑从一种变换后的作用量

S̄ =

∫ t̄2

t̄1

L̄dt̄ (5.20)

根据式 (3.68) 的讨论, 如果存在某种无穷小的变换, 使得

S̄ =

∫ t̄2

t̄1

L̄dt̄ ≡ S +

∫ t2

t1

dF (q, t)
dt dt (5.21)

这里的恒等符号是指, 变换前后的任意一个相同的轨迹 q̄(t̄) 下, 变换前后的作用

量都满足上式. 这样, δS = 0 也必然导出 δS̄ = 0. 也就是说变换前后的相轨迹都

是符合物理规律的. 进一步地, 如果我们要求前后 L 的形式不变, 即

L′(q̄, ˙̄q(t̄), t̄) = L(q̄, , ˙̄q(t̄), t̄) (5.22)

那么系统变换前后的真实运动就会满足相同的运动方程. 进而具有某种不变性.
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5.3.2 Noether 定理

我们之前对对称性与守恒量的规律只总结到了对系统进行平移变换的情况.

一个很自然的想法是, 一种更普遍的无穷小的变换是否能够对应一个守恒量. 通

过下面的推导, 我们发现对这个问题的答案是肯定的. 对应的结论就是著名的

Noether 定理.

根据之前的讨论, 我们知道在位形空间一种无穷小的连续变换可以写成可以

写成

q̄k = T k(q0∼f , α1∼r) (5.23)

那么对所有参量在 0 处做泰勒展开就得到无穷小变换的表达式:

q̄k = qk +
r∑
l=1

∂T k

∂αl

∣∣
α1=···=αr=0

∆αl (5.24)

为了少写些重复的东西, 我们记

∂T k

∂αl

∣∣
α1=···=αr=0

= T kl (q
0∼f ) (5.25)

这样就可以写成

q̄k = qk +
r∑
l=1

T kl ∆αl (5.26)

注意这里的 T 系数并不是任取的. 随后我们要确定 F 全导数这项的无穷小. 我

们考虑任意一个函数 F (q1∼f , t, α1∼r), 对 αi 的函数的要求与变换一样. 这样在

α1∼r → 0 时, 就有

∆F =
r∑
l=1

∂F

∂αl
∆αl =

∑
l

Fl∆αl (5.27)

之后我们就将变换关系带回到运动方程不变的条件中. 虽然在变换中 t 可以视为

一个广义坐标, 但是在计算作用量时其作为积分变元, 地位还是相对特殊. 我们首

先考虑积分变元和上下限的改变. 对时间的变换取微分得到:

dt̄ =
(
1 +

d∆t
dt

)
dt (5.28)



60 第五章 对称性与守恒量

接下来我们就可以把 S 的变化化成相对紧凑的形式:

S̄ − S =

∫ t2

t1

dt
[
L(q̄, ˙̄q, t)

(
1 +

d∆t
dt

)
− L

]
(5.29)

为了形式的简洁, 我们先不引入变换的具体形式, 只记∑
l

T kl ∆αl = ∆qk (5.30)

这样, 我们分别写出要求的 dq̄i 和 L̄:

dq̄i = dqi + d∆qi (5.31)

L̄ = L+
∑
i

∂L

∂qi
∆qi +

∂L

∂q̇i
∆q̇i (5.32)

带回原来的式 (5.29) 就有

r.h.s =
∫ t2

t1

dt
[∑

i

(
∂L

∂qi
∆qi +

∂L

∂q̇i
∆q̇i
)
+
∂L

∂t
∆t+ L

d∆t
dt

]
(5.33)

需要注意的是 q̇ 的变化, 由于我们的变换包括时间, 因此变换后广义速度变

为了对 t̄ 求导, 因此广义速度的变化为

∆q̇ =
dt
dt′

d
dt (q +∆q)− q̇ = −q̇d∆t

dt +
d∆q
dt (5.34)

进行多个凑微分:

∂L

∂q̇

d∆q
dt =

d
dt

(
∂L

∂q̇
∆q

)
− d

dt

(
∂L

∂q̇

)
∆q

−∂L
∂q̇
q̇

d∆t
dt = − d

dt

(
∂L

∂q̇
q̇∆t

)
+∆t

(
q̇

d
dt

(
∂L

∂q̇

)
+
∂L

∂q̇
q̈

)
L

d∆t
dt =

d
dt (L∆t)−∆t

(
∂L

∂t
+
∂L

∂q
q̇ +

∂L

∂q̇
q̈

)
分别带回得到

∆S =

∫ t2

t1

dt
[∑

i

(
∂L

∂qi
− d

dt

(
∂L

∂q̇i

))(
−∆q̇i + q̇i∆t

)
+ . . .

. . .+
d
dt

[
∂L

∂q̇i
∆qi + L∆t− ∂L

∂q̇i
q̇i∆t

] ] (5.35)
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要求相差 F (q, t) 关于时间的全导数且积分值在任何轨道下相等. 这样就有

d
dt

[
∂L

∂q̇i
∆qi + L∆t− ∂L

∂q̇i
q̇i∆t−∆F

]
=
∑
i

(
d
dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi

)(
−∆q̇i + q̇i∆t

)
(5.36)

我们试图找出的守恒量应当实在真实运动下守恒的, 所以代入 Lagrange 方程得

到右边的项都得零, 这样我们就导出了一个量 J

J =
∑
i

pi∆q
i −H∆t−∆F (5.37)

满足条件
dJ
dt = 0 (5.38)

因此 J 在真实运动下守恒. 现在我们就可以带回对称变换的具体形式:

J =
∑
l

(∑
i

piT
i
l −HT 0

l − Fl

)
∆αl (5.39)

由于 ∆αl 均是任意选取的常数, 所以我们只能要求∑
i

piT
i
l −HT 0

l − Fl = Const. ∀l = 1, · · · , r (5.40)

这样, 我们就通过一种有 r 个独立参量的对称变换导出了 r 个守恒量.
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第六章 分析力学的应用

在开始本章之前, 先进行一些讨论. 本章我们主要使用分析力学来讨论三个

经典力学中极为重要的模型: 有心力场, 周期运动系统和刚体. 对于使用分析力

学研究这些系统, 有一套固定的语言范式.

首先是写出系统的 Lagrangian或 Hamiltonian. 一般我们先择写 Lagrangian,

因为绝大多数系统的 Lagrangian 就是 L = T − V , 可以诉诸经典力学, 而对于

一些特殊的系统, 特别是人为限制较多或者唯象的模型中的 Hamiltonian 并不对

应经典能量. 所以, 如果一定要使用 Hamilton 力学解决问题, 最好的办法是写

Lagrangian 后再通过 Legendre 变换到 Hamiltonian.

写下 Lagrangian 后, 通过观察可以直接得到循环坐标, 这样就可以给出守恒

的广义动量. 进而可以引入 Routh 函数来减少广义坐标的个数. 最后通过 Routh

方程给出系统的运动方程.

在接下来的三个部分中, 以上的讨论只是最开始的部分. 在处理实际的物理

问题中, 运动方程的解析解可能难以给出, 同时人们并不一定关注运动方程的解,

而关注一些其他的物理问题. 例如说有心力中人们相对更关注轨道, 谐振子中人

们更关注频率, 能量. 因此, 不同问题的研究在使用分析力学处理后, 又有着各自

的物理内容和研究方法, 这些研究方法在物理中被广泛应用. 这也是这一节的目

的: 使用分析力学, 并介绍一些常见系统的研究内容和方法.

有心力场中, 我们会遇到超可积系统, 这些系统能够给出更多的守恒量, 在量

子力学中对应更高的简并度, 是重要的内容. 在谐振子中, 处理问题的微扰展开和

对线性代数的应用是重要部分. 在刚体力学中, 对转动的描述, 对应的旋转群的表

63
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示是重要内容.

6.1 有心力场

6.1.1 二体约化和守恒量

写出二体系统的 Lagrangian:

L =
1

2
m1v

2
1 +

1

2
m2v

2
2 − V (r2 − r1) (6.1)

引入广义坐标:

R =
m1r1 +m2r2
m1 +m2

, r = r2 − r1 (6.2)

发现其可以写成:

L =
1

2
(m1 +m2)V

2 +
1

2

m1m2

m1 +m2

v2 − V (r) (6.3)

写出其 Lagrange 方程:

d
dt

(
∂L

∂v

)
= µv̇ =

∂L

∂r
= −∇V

d
dt

(
∂L

∂V

)
= (m1 +m2)V̇ =

∂L

∂R
= 0

(6.4)

其中

µ =
m1m2

m1 +m2

(6.5)

为约化质量. 第二个方程容易解出 R = V0t +R0. 而观察第一个方程发现, 这就

是一个质量为 µ 的粒子在势场 V (r) 下运动的 Lagrange 方程, 因此问题的求解

就是研究有心力场问题.

研究有心力场, 我们先分析其对称性. 有心力场有着旋转对称性. 对于以 θ

为参量的无穷小变换:

r′ = r + θ × r (6.6)
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容易验证 r′ · r′ = r · r, 因此势能项不变. 对变换后的动能项, 略去高阶无穷小后

为

T ′ =
1

2
m(ṙ + θ × ṙ)2 =

1

2
mṙ2 +mṙ · (θ × ṙ) =

1

2
mṙ2 (6.7)

即整个系统的 Lagrangian 在上述变化下不变. 用分量写出旋转角度矩阵:

θ× ↔


0 −θz θy

θz 0 −θx
−θy θx 0

 (6.8)

这样, 代入式 (5.40) 的就得到守恒量:

−L =
∂θ × r

∂θ
· p = −r × p (6.9)

即角动量矢量守恒. 同时容易验证系统具有时间平移对称性, 于是系统的哈密顿

量守恒. 这样, 我们找到了系统的四个守恒量. 自由质点的相空间是六维的. 在相

空间中, 经过四个守恒量方程的约束得到了一个二维曲面方程. 系统的相点只能

在这个曲面上活动.

由于 L · r = 0, 因此系统的运动只能在与角动量垂直的平面上. 我们选取极

坐标描述质点, Lagrangian 为:

L =
m

2
(ṙ2 + r2ϕ̇2)− V (r) (6.10)

发现 ϕ 是循环坐标, 于是其共轭的广义动量

l =
∂L

∂ϕ̇
= mr2ϕ̇ (6.11)

守恒. 为了简化方程, 引入 Routh 函数:

−R = L− lϕ̇ =
1

2
mṙ2 − V (r)− l2

2mr2
(6.12)

Routh 函数的相反数的物理含义为: 一个质量为 m 的单自由度质点在势场

Veff(r) = V (r) +
l2

2mr2
(6.13)

中的 Lagrangian. 所以我们进一步地将有心立场问题简化为求解单自由度质点的

运动. 式 (6.13) 给出的势能我们称之为有效势能.
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6.1.2 轨道问题

Binet 方程

在有心立场中求解质点的运动, 一个很重要的问题就是求质点的运动轨迹.

换句话说, 我们要给出 r, ϕ 满足的微分方程. 由于系统的角动量 l 是守恒量, 因此

在解出 r = r(t)后,只需要代入角动量守恒就可以得到 ϕ̇,进而积分得到 ϕ = ϕ(t),

这样就给出了轨道关于时间的参数方程.

如果我们想要直接确定 r − ϕ, 可以利用导数关系:

dr
dϕ =

ṙ

ϕ̇
(6.14)

利用式 (6.11) 带回得到
dr
dϕ =

mr2ṙ

l
(6.15)

利用系统的 Hamiltonian 守恒得到:

E = H =
1

2
mṙ2 +

l2

2mr2
+ V (r) (6.16)

代入式 (6.15) 就得到: (
dr
dϕ

)2

+ r2 − 2m(E − V (r))

l2
r4 = 0 (6.17)

这就是轨迹满足的方程. 我们作换元:

u ≡ 1

r
(6.18)

轨迹的微分方程就可以改写为:(
du
dϕ

)2

+ u2 =
2m

l2
(E − V (1/u)) (6.19)

我们称这个方程为轨迹的 Binet 方程的积分形式.

更为人所熟知的 Binet 方程来自于上面这个方程对 ϕ 再求一次微分. 可以得

到

2
du
dϕ

d2u

dϕ2
+ 2u

du
dϕ = −2m

l2
dV
dϕ (6.20)
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我们利用
dV
dϕ =

dV
dr

dr
dϕ =

1

u2
F

(
1

u

)
du
dϕ

其中 F 是势能的负导数, 即径向方向上的作用力. 带回就得到

d2u

dϕ2
+ u = − m

l2u2
F

(
1

u

)
(6.21)

该式就是 Binet 方程.

Bertrand 定理

在有心力场中, 人们关心轨道的闭合问题. Bertrand 定理指出, 只有一些极

为特殊的势场下, 任意初条件下的轨道才能是闭合的. 首先我们探究轨道的闭合

的必要条件. 即在圆轨道的微扰下也应该是闭合的. 我们考虑 Binet 方程, 为了

简单, 将式 (6.21) 的右边记为 l(u). 用字母 l 是为了提醒我们这一项与角动量有

关, 必要的时候应该考虑. 圆轨道满足 u′′ = 0, 因此轨道半径满足方程:

u0 = l(u0) (6.22)

随后我们在角动量不变的情况下对轨道进行微扰. 我们假设 u 偏离 u0 一个小量

δ ≡ u− u0. 那么 l 只需保留前几项:

l(u) = l(u0) + l′(u0)δ +
1

2
l′′(u0)δ

2 + · · · (6.23)

目前我们还不知道需要保留几项. 作为尝试只保留第一项, 方程变为:

d2δ

dϕ2
+ (1− l′(u0))δ = 0 (6.24)

为了使得轨道稳定且闭合, 1− l′(u0) 只能是有理数的平方. 我们记这个有理数为

q2 ≡ 1− l′(u0) (6.25)

我们发现, 随着角动量的变化, 式 (6.22) 的解应当也是连续变化的, 这样上式的右

侧随着角动量的值的变换而连续变化. 但左侧是有理数的平方, 不可能连续变化.
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所以 q 是一个对任意角动量都成立的常数. 这样, 我们代入式 (6.22) 和 Binet 方

程给出的 l(u) 的形式, 给出:

dF
dr =

F

r
(q2 − 3), r = r0 (6.26)

我们可以控制角动量使得 r0 连续变化, 这样这个式子就成为一个恒等式, 进而我

们两边积分得到:

F = −Arq2−3 (6.27)

其中 A 是某个正实数1. 这样我们就得到了 l(u) 的表达式:

l(u) =
mA

l2
u1−q

2 (6.28)

进而我们就可以求得 l(u) 的各阶导数.

对 l(u) 展开到二阶会使得 δ 中会含有 δ20 量级的 cos 2qϕ 的项, 但无法给出

任何信息. 展开到三阶后方程作为受迫振动方程会出现共振项. 一般的微扰方法

会对 q 进行修正, 将 q 修改为 q(1 + ϵ). 但在这里我们 q 是有理数, 因此对频率的

修正无法解决我们的问题. 这样就只能要求 cos qϕ 前的系数为零. 这样我们就可

以得到关于 q 的方程. 于是我们将 l(u) 展开到三阶并舍去后面的项:

d2δ

dϕ2
+ q2δ =

1

2
l′′(u0)δ

2 +
1

6
l′′′(u0)δ

3 (6.29)

只保留到零阶项得到

δ = ϵ cos qϕ (6.30)

认为

δ = ϵ cos qϕ+ ϵ2f(ϕ) + ϵ3h(ϕ) + · · · (6.31)

其中 ϵ ∼ δ. 对于 ϵ2 量级的方程, 右边已经是 δ2, 因此我们只需要保留第一项并

认为 δ = ϵ cos qϕ, 得到:

f ′′(ϕ) + q2f =
1

2
l′′(u0) cos2 qϕ (6.32)

1这是因为圆轨道的存在要求 F 是引力.
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解得

f =
l′′(u0)

12q2
(3− cos 2qϕ) (6.33)

求解三阶的方程, 我们只需要关注右侧 cos qϕ前的系数. 右侧的 δ3 保留零阶项后

会出 cos3 qϕ,降次后会得到 cos qϕ的项;右侧的 δ2项中只用保留 ϵ cos qϕ+ϵ2f(ϕ),

交叉项也会给出 cos qϕ 的项. 综合起来就是:

0 = coefficient of cos qϕ = ϵ3
(

5

24

(l′′(u0))
2

q2
+

1

8
l′′′(u0)

)
(6.34)

接下来计算各阶导数并代入 u0 = l(u0):

l′′(u0) = −mA
l2
q2(1− q2)u−q

2−1
0 = −q

2(1− q2)

u0

l′′′(u0) =
q2(1− q2)(1 + q2)

u20

(6.35)

代回得到
2

3
q2(1− q2)(4− q2) = 0 (6.36)

即 q2 = 1, 4. 这样, 力的幂次就只能为 1,−2, 分别为一次正比力和平方反比力.

我们目前只说明了必要性, 在之后我们会分别讨论这两种有心力场并说明这两种

力的任意轨道均是闭合的. 所以, Bertrand 定理说: 只有一次正比力和平方反比

力的有心力场下, 质点的任何的轨道均是闭合的.

6.1.3 Kepler 问题

轨道

Kepler 问题的有心力场的势能为:

V = −k
r

(6.37)

其中 k 为比例系数. 这样, 力的形式为

F = −∇V = − k

r3
r (6.38)
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对应的 Binet 方程为:
d2u

dϕ2
+ u =

mk

l2
(6.39)

这是关于 u 的简谐振动方程, 解可以写成:

1

r
= u =

mk

l2
+
mk

l2
e cos(ϕ− ϕ0) (6.40)

其中 e, ϕ0 为常数. 于是变形得到:

r =
l2/mk

1 + e cos(ϕ− ϕ0)
(6.41)

这就是极坐标下的圆锥曲线方程, e 为离心率, p = l2/mk 为半通径. Kepler 问题

中, p, e 等描述轨道的参数由系统的动力学量 E, l 决定. 式 (6.41) 给出了 p, l 关

系. 而离心率 e 与 E, l 有关. 在式 (6.40) 中, 我们取 e 为正, 因为我们可以调整

ϕ0 来控制符号. 这样, 当 ϕ = ϕ0 时, r 取到最小值, 这时 ṙ = 0, 系统的能量可以

写成:

E =
l2

2mr2min
− k

rmin
, rmin =

l2/mk

1 + e
(6.42)

可以解得:

e =

…
1 +

2El2

mk2
(6.43)

容易验证根号总是有意义的. 这样, 当质点的能量大于零时, 轨道的离心率大于

1, 为双曲线. 这时质点可以运动到无穷远, 我们称这种状态为散射态; 当质点的

能量小于零时, e < 1, 轨道为椭圆, 我们称这种状态为束缚态, r 有界. 当 E = 0,

轨道为抛物线.

LRL 矢量

Kepler 问题除了时间平移对称性和空间旋转对称性之外, 还有一种更高维的

对称性. 这种对称性的发现需要量子力学和群论的知识, 我们在此先不具体讨论.

考虑无穷小变换:

x′i = xi −
ϵl
km

(2pixl − xipl − (r · p)δil) (6.44)
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p′i = pi − ϵl

(
δil
r

− xixl
r3

− p2δil − pipl
km

)
(6.45)

验证前后 Hamiltonian 的变化:

H ′ −H = 0 (6.46)

为零. 这说明这种变换的生成函数 el 是守恒的. 我们将对 xi 的变换对 pi 积分,

将对 pi 的变化对 −xi 积分就可以得到对应的生成函数:

el =
xl
r
− p2xl − (p · r)pl

km
(6.47)

这对每个 l 均成立, 因此有一个对应的矢量 e 守恒:

e =
r

r
− p×L

km
(6.48)

这个矢量被称为 Laplace-Runge-lenz 矢量, 是 Kepler 问题除能量和角动量之

外新的守恒量. 但无论是从形式上还是相空间的分析上都可以看出, 这个矢量并

不独立于角动量和能量.

我们接下来探讨这个矢量的一些性质. 从 Newton 力学验证其守恒要比计算

Hamiltonian 的变化简单的多:

de
dt = ėr −

1

km

dp
dt ×L (6.49)

利用球坐标的几何性质有 ėr = ϕ̇eϕ, 并利用 Newton 方程:

ė =

(
ϕ̇− l

mr2

)
eϕ = 0 (6.50)

计算其模长:
e2 = e · e

= 1 +

(
p×L

km

)2

− 2er · (p×L)

km

= 1 +
p2l2

k2m2
− 2l

km
p · eϕ

= 1 +
2l2

k2m

(
p2

2m
− k

r

)
(6.51)
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对比式 (6.43) 就可以看出, 这就是离心率的大小. 进一步计算 e · r 就可以发现, e

指向极轴的方向.

最后我们简要讨论 LRL 矢量对应的对称性. 计算如下表达式:

e×L = er ×L+
l2

km
p (6.52)

这样,

p =
km

l2
e×L− km

l
eϕ (6.53)

第一项是一个常矢量, 而第二项是一个模长不变的矢量, 这说明 p 始终在动量空

间中被限制在一个圆上.

对于某个能量确定的束缚态, px 轴的对该圆的割线长为

d =
√
−2mE (6.54)

经过一些几何关系上的验证, 这些动量圆为一个半径

R =

…
−mE

2
(6.55)

的球体上圆的球极投影. 但这只是某个平面轨道的结果. 由于轨道可以存在于任

意平面上, 因此这里三维球的球极投影要延拓到四维. 这就产生了系统的 SO(4)

对称性. 对于这个四维球面上的转动不改变系统的能量, 这是一种动力学对称性.

历史上, 这种对称性的发现来自于氢原子. 实验上观察到, 对于处于同一能量

的氢原子有 n2 个简并度, 但量子力学中的角动量理论只能给出 n 个简并度, 因

此, 存在某个动力学量使得系统有更多的简并度. 这个动力学量就是 LRL 矢量.

在 Schrodinger 还没有给出波动方程时, Pauli 就利用这种对称性构造了量子力学

的 LRL 矢量:

ê =
r̂

r
− p̂× L̂− L̂× p̂

2km
(6.56)

并给出了氢原子能级.
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6.1.4 球对称谐振子

球对称谐振子的势能形式为:

V =
1

2
kr2 (6.57)

对应的 Binet 方程为:
d2u

dϕ2
+ u =

mk

l2u3
(6.58)

利用恒等式
d2u

dϕ2
=

1

2

d
du

(
du
dϕ

)2

或直接使用积分形式的 Binet 方程可以得到(
du
dϕ

)2

=
2mE

l2
−
(
mk

l2
1

u2
+ u2

)
(6.59)

开根再积分得到

r = 1/

 
mE

l2
−
…
m2E2

l4
− mk

l2
cos 2(ϕ− ϕ0) (6.60)

通过选取合适的极轴可以使 ϕ0 = 0. 令:

a =

mE
l2

−

√(
mE

l2

)2

− mk

l2

−1/2

, b =

mE
l2

+

√(
mE

l2

)2

− mk

l2

−1/2

(6.61)

可以得到

r =
1…

cos2 ϕ
a2

+
sin2 ϕ

b2

(6.62)

变形可以得到
r2 cos2 ϕ

a2
+
r2 sin2 ϕ

b2
= 1

可以发现这就是直角坐标下的椭圆方程. 因此式 (6.62) 就给出了原点在椭圆中心

的极坐标下的椭圆方程, 球对称谐振子的运动轨迹为椭圆. 式 (6.61) 给出了动力

学量和几何参数之间的关系.
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与 Kepler 问题类似, 球谐振子体系也有动力学对称性. 定义如下的两个互为

复共轭的矢量:

a =

…
k

2
r +

i√
2m

p

ā =

…
k

2
r − i√

2km
p

(6.63)

定义张量

n = āa (6.64)

计算其导数:

ṅ = ˙̄aa+ āȧ (6.65)

利用 Hamilton 正则方程

ȧ =
ω

i
a, ˙̄a = −ω

i
ā (6.66)

带回得到 ṅ = 0. 这说明张量 n是一个守恒量,这个张量被称为 Fradkin-Jauch-

Hill 张量. 与 LRL 矢量一样, 这个张量也是球谐振子 SO(4) 动力学对称性的体

现. 我们将这个张量写开:

n =
k

2
rr +

1

2m
pp+

iω

2
(pr − rp) (6.67)

虚部是一个反对称张量, 因此整个 n 是厄米的. 求迹时第二项消失, 就有

Tr[n] = E (6.68)

是整个体系的能量.

量子力学中, n 的三个对角元就是三个自由度的居位数算符, 利用正则对易

关系, 体系的 Hamiltionian 可以写成:

Ĥ =

(
n̂1 + n̂2 + n̂3 +

3

2

)
h̄ω (6.69)

给出量子化的能级

En =

(
n+

3

2

)
h̄ω (6.70)
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6.2 周期运动

6.2.1 一维谐振子

一般性讨论

对于一个 f = 1 的系统, 其 Lagrangian 可以写成

L = T (q, q̇)− V (q) (6.71)

我们接下来来看动能的写法. 对于任意一个多自由度体系2, 从量纲分析的角度来

说, 时间的量纲为 s−2, 广义坐标的量纲虽然不确定, 但一定不含时间. 所有贡献

时间量纲的项只能是广义速度. 因此

T ∝ q̇iq̇j (6.72)

即动能一定可以写成广义速度的二次型的形式. 更详细地说:

T =
1

2

∑
i,j

mij(q)q̇
iq̇j (6.73)

由于交换 i, j 不改变二次项的值, 因此我们总可以将 mij 改写为对称的形式. 因

而由于动能的正定性, mij 是一个对称正定矩阵. 这里的讨论我们在多自由度体

系中会用到. 退化到 f = 1 的情形, 动能项可以写成:

T =
1

2
m(q)q̇2 (6.74)

这样, 体系就满足 Lagrange 方程:

ṗ =
1

2

dm
dq q̇

2 − dV
dq (6.75)

系统达到稳态时, 有

ṗ = q̇ = 0 (6.76)

2这里还要求 r − q 关系中不含时间
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根据 Lagrange 方程就有
∂V

∂q

∣∣∣∣
q=q0

= 0 (6.77)

为了研究系统在偏离稳态附近时的运动, 我们把 Lagrangian 在系统的 q0 附近展

开. 偏离平衡位置的参量设为 δ. 一个重要的问题是 δ̇ 的量级. 系统运动在时间

上的尺度可以用

τ ∼ δ

δ̇
(6.78)

来衡量. 若 δ̇ 是正常量, 那么 τ 将会是无穷小, 这是不合理的. 而若 δ̇ 是二阶无穷

小, τ 将会是无穷大, 这也是不合理的. 因此为了使得系统的特征时间是一个正常

量, δ̇ 与 δ 应该是同阶的. 这样, 我们统一将 L 展开到二阶小量, 而动能项的速度

二次型已经是一个二阶小量, 因此对于 m(q) 只需要保留到最低阶. 而势能项则

需要展开到二阶. 因此展开得到的 Lagrangian 为:

L =
1

2
m(q0)δ̇

2 − 1

2

d2V

dq2

∣∣∣∣
q0

δ2 (6.79)

代入 Lagrange 方程得到:

m(q0)δ̈ +
d2V

dq2

∣∣∣∣
q0

δ = 0 (6.80)

接下来对二阶导数项进行讨论. 如果说 k ≡ d2V /dq2(q0) 小于零, 那么在 δ

较小时将会以 e 指数增长, 这样之后的运动将不满足小量展开的条件. 系统会偏

离稳态. 这种平衡状态我们称为不稳定平衡. 若 k > 0, 式 (6.80) 就是一个简谐振

动方程, 其解为:

δ = A cos(ωt+ ϕ) (6.81)

其中

ω =

 
k

m(q0)
(6.82)

为系统周期运动的角频率.

若 k = 0. 这说明仅保留系统到二阶项不足以描述系统的偏离平衡位置附近

的运动. 这样我们就需要对 m(q) 也进行展开, 得到的运动方程将会比较复杂, 这

里就不再详细讨论.



6.2 周期运动 77

6.2.2 多自由度体系在平衡位置附近的运动

本节我们讨论多自由度体系在平衡位置附近的运动. 对于动能的讨论在上节

已经完成, 势能的展开与上节类似, 不过需要采用多元函数的 Taylor 展开公式:

V ≈ V0 +
1

2

∑
i,j

qi
∂2V

∂qi∂qj
qj (6.83)

其中 qi, qj 是各广义坐标对平衡位置的偏离. Taylor 展开的系数矩阵为:

kij =
∂2V

∂qi∂qj
(6.84)

根据混合导数的可交换性, 这是一个对称矩阵. 系统稳定平衡下, 要求任意种类的

无穷小位移下势能均增加, 这就要求系数矩阵正定3.

这样, 展开后得到的 Lagrangian 为:

L =
1

2

∑
i,j

mij q̇
iq̇j − 1

2

∑
i,j

kijq
iqj (6.85)

我们记平衡位置附近的微小位移矢量为:

q = (q1, · · · , qf )T (6.86)

那么利用 (mij), (kij) 矩阵的对称性, 就可以写出矢量形式的 Lagrange 方程:

Mq̈ +Kq = 0 (6.87)

这个方程和简谐振动方程非常类似, 因此我们猜测其解也是多种振动的组合.

比较特殊的情况是所有的广义坐标都以同一 ω 进行振动. 这样, 我们可以将这样

猜测的解写作:

qi = Aie
iωt (6.88)

其中 Ai 为复振幅. 带回到原方程得到:

(M − ω2K)A = 0 (6.89)
3在一些严格为谐振子的力学体系中, K 可以是半正定的
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要求 A 有非平凡解, 一定有

det
(
−ω2M +K

)
= 0 (6.90)

这个方程名为久期方程. 通过这个方程可以解出满足条件的 ωk, 我们称这样特殊

的频率为系统的简正频率, 对应解出的 Ak 可以给出一种系统的运动模式, 这种

模式被称为简正模式. “简正”这个名称来自于, 这些运动是系统最基础最简单

的运动, 并且我们稍后会说明, 系统的所有运动都可以分解为这些运动.

上述的讨论中, 我们没有证明简正频率的存在性. 因此我们接下来试图直接

从运动方程出发, 数学上讨论系统运动的解. 由于M 是严格正定对称的, 根据实

谱定理, 其可以正交对角化为:

M = OΛmO
T (6.91)

这样, 运动方程可以写成:

OΛmO
T q̈ +KOOTq = 0 (6.92)

这样可以得到一组新的坐标

q′ = Oq (6.93)

令 K̃ = OTKO. 新坐标的运动方程为:

Λmq̈
′ + K̃q′ = 0 (6.94)

在这个式子中, K̃ 是正定对称的, Λm 是对角元均正的对角矩阵, 记对角元为 mi,

进一步引入 √
Λm = diag(√m1, · · · ,

√
mf ), q′′ =

√
Λmq

′ (6.95)

新的运动方程为:

q̈′′ +Aq′′ = 0 (6.96)

其中 A = (
√
Λm)

−1K̃
√
Λm, 仍然是正定对称的. 这样, 我们总可以找到一个对应

的实对称正定矩阵 Ω, 使得 Ω2 = A, 于是这个微分方程的解就可以写为

q′′(t) = eiΩtq′′
0 (6.97)
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其中 q′′
0 为初始条件. 我们可以将 Ω 正交对角化为

Ω = P Tdiag(ω1, · · · , ωf )P (6.98)

引入新的广义坐标

Q = Pq′′ = P
√

ΛmOq (6.99)

新的广义坐标随时间的演化就可以写为

Q = diag(eiω1t, · · · , eiωf t)Q0 (6.100)

也就是

Qk = Q
(0)
k eiωkt

这个式子说明, 每个新的广义坐标都以其对应的频率进行简谐振动, 这些新的广

义坐标被称为简正坐标. 引入这些简正坐标可以将原有的运动方程解耦合, 每个

简正坐标有自己独立的运动方程.

这套方法可以从数学上严格的说明, 简正频率是存在的, 并且这些简正模式

的线性组合可以描述系统任意的运动. 但是, 在物理思想上, 还是猜解的过程有着

更实际的物理图像与思想.

在数学上, 我们引入从简正坐标到原有广义坐标的的转换矩阵 S:

S = OT
√
Λm

−1
P T (6.101)

对比容易发现, 这个矩阵的列向量就是各个简正模式. 计算

STΛmS = I (6.102)

这说明, 以 Λm 作度规矩阵, 不同简正模式相互正交.

在量子力学中, 正则量子化的 Hamiltonian 为

Ĥ =
1

2

∑
i,j

(mij)
−1p̂ip̂j +

1

2

∑
i,j

kij q̂
iq̂j, [q̂i, p̂j] = ih̄δij (6.103)
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根据之前的讨论, 可以引入简正坐标算符 Q̂i 和与其共轭的广义动量, 使质量矩阵

和劲度系数矩阵同时对角化, 这样简正坐标就满足谐振子的 Hamiltonian, 进而有

能级:

Ek
n =

(
nk +

1

2

)
h̄ωk (6.104)

整体系统的能量就为

E =
∑
k

(
nk +

1

2

)
h̄ωk (6.105)

在固体物理中引入类似的谐振子模型, 一个简正坐标就对应了一个声子, 这是谐

振子量子化后引入的等效粒子.

6.2.3 周期运动的一般性讨论

我们先只考虑单自由度系统的周期运动. 对于周期运动的系统, 其相轨迹必

然也是周期的. 这里有两种可能的情况: 第一种情况是相轨道闭合; 第二种情况

是 p 随着 q 周期性地变化. 我们希望通过正则变换找到一组新的广义坐标 Ψ 和

广义动量 J , 使得广义动量守恒. 这样:

Ψ̇ =
∂H

∂J
= Const. (6.106)

于是 Ψ 就可以写成随时间变化的一次函数. 既然系统的运动是周期的, 那么我们

总可以对 Ψ 和 J 进行伸缩, 使得一个周期下来 Ψ 变化 2π. 系统的周期就满足:

2π

T
=
∂H

∂J
(6.107)

这组新的广义坐标和广义动量可以特别方便地描述周期运动, 因此我们称之为角

变量和作用变量.

根据正则变换的保辛性, 在一个周期内的相空间内的面积变化前后不变:∮
pdq =

∮
JdΨ (6.108)
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由于 J 是常数, 而 Ψ 在一个周期内变化 π, 右侧的积分就是 2πJ , 这样, 我们就直

接得到了系统的作用变量的表达式:

J =
1

2π

∮
pdq (6.109)

由于 Ψ 是循环坐标, 因此 H = H(J), 也就是说, 系统的 Hamiltonian 和作用变量

互为彼此的单元函数.

利用反函数的导数性质, 我们容易给出:

∂J

∂H
=

T

2π
(6.110)

这里我们仍然保留偏导数的符号以便后面的某些讨论, 不过目前 H, J 的偏导数

关系完全可以理解为导数. 这样, 我们就给出了周期运动的周期, 能量和相空间面

积的关系.

生成函数

求解作用角变量需要求出所述正则变换的生成函数. 这里采用第二类生成函

数:

Ψ =
∂F2

∂J
, p =

∂F2

∂q
(6.111)

其中 F2 = F2(q, J). 我们之前说过, H, J 之间可以建立函数关系, 并且这个函数

关系已知, 这样替换变量就可以得到:

p(J, q) =
∂F2

∂q
(6.112)

积分得到:

F2 =

∫ q

0

p(q′, J)dq′ + f(J) (6.113)

其中 f(J) 是任意的常数. 为了简便可以取 f(J) = 0, 这样角变量就可以写为

Ψ =
∂

∂J

∫ q

0

p(q′, J)dq′ (6.114)

并且我们发现, 这里的 F2 就是 Hamilton 特征函数.
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多自由度系统

我们简要讨论多自由周期运动系统. 多自由度系统我们要求其 Hamilton-

Jacobi 方程可以分离变量. 这样, 每个广义坐标都进行各自的周期运动.

利用 Hamilton-Jacobi 方程求出每个广义坐标的特征函数后, 可以给出对应

的作用变量:

Jk =
1

2π

∮
∂Wk

∂qk
dqk (6.115)

此后的讨论就与单自由度情况类似. 特别地, 我们在单自由度的讨论中保留了偏

导数的形式, 因为多自由度情形下有

H = H(J1, · · · , Jf ) (6.116)

作用变量的绝热不变性

在实际问题中, 尤其是在热力学中, 常常出现准静态过程. 这类过程的特点

是, 在 Hamiltonian 中存在某个缓慢变化的参数 λ, 使得在系统本身的特征时间

尺度下, λ 几乎不发生变化. 我们考察在绝热过程中, J 的变化.

首先考虑 Hamiltonian 的变化, 在系统的运动周期内, J 几乎不发生变化, 因

此

Ḣ =
∂H

∂λ
λ̇ (6.117)

因此, 对 J = J(H, λ),

J̇ = λ̇

(
∂J

∂H

∂H

∂λ
+
∂J

∂λ

)
(6.118)

一个周期内的运动中,由于察觉不到 λ的变化,系统仍然满足 Hamilton正则方程

以及我们之前得到的周期运动的结论, 带入 ∂J/∂H = T/2π, 就有

J̇ =
λ̇

2π

(
∂H

∂λ
T −

∮
∂p

∂λ
dq
)

(6.119)

运用 dq = q̇dt, Hamilton 正则方程以及多元函数的偏导关系公式:

∂λ

∂H

∂p

∂λ

∂H

∂p
= −1
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得到

J̇ =
λ̇

2π

(
∂H

∂λ
T −

∮
∂H

∂λ
dt
)

(6.120)

周期平均后右边的两项完全一样, 因此有

⟨J̇⟩ (6.121)

也就是说, J 在绝热过程中是不变的. 因此, J 也被称为绝热不变量.

例 6.1. 谐振子的作用变量和角变量

之前已经讨论过, 谐振子的相图为一个椭圆, 其作用变量为

J =
1

2π
· πab = H

ω

对应的生成函数

W =

∫ q√
2mωJ −m2ω2q′2dq′

=
1

2
q
»
mω (2J −mωq2)− J arctan

(
q
√
mω (2J −mωq2)

mωq2 − 2J

)

得到角变量:

Ψ =
∂W

∂J
= arcsin mωq√

2mωJ

利用 ωJ = E, 我们发现这就是之前谐振子正则变换的例子所给出的变换.

6.3 刚体的运动

刚体是经典物理中重要的模型. 刚体的定义为, 其上的任意两个质元的相对

距离不变. 为了找到能够描述刚体的广义坐标, 我们需要首先分析刚体的自由度.

考虑通过组合质元的方式来构建一个刚体. 首先考虑两个质元的组合. 在没

有约束的情况下, 两个质点的自由度为 2 × 3 = 6, 在两个质点相对距离不变的条
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件下, 自由度变为

f = 6− 1 = 5 (6.122)

这时我们就已经完成了一个线状刚体的构造. 再添加新的质点只根据相对最初两

个质点的位置就可以确定其位置. 因此不再添加新的自由度. 因此线状刚体的自

由度为 5, 这是线状刚体特殊的地方.

接下来继续添加质点, 新的质点可以给出新的 3 个自由度, 但是与其他两个

质点的位置限制又减少了两个自由度, 因此三个质点组成刚体的自由度为

f = 5 + 3− 2 = 6 (6.123)

对于继续添加的质点, 我们只需要选取三个质点并利用相对距离确定的约束来唯

一确定新质点的位置. 通过三角形的稳定性容易知道, 这三个条件也自动满足新

的质点与其他任意一个质点的相对距离不变的要求. 这样, 任何新的质点的添加

都不再会增加自由度, 一个一般的刚体的自由度为 6.

在物理上考虑, 这 6 个自由度中, 有三个是刚体位置的描述, 另外三个广义坐

标则应当用于描述刚体的“姿态”. 关于姿态的讨论实际上就是对刚体转动的描

述.

6.3.1 转动的描述及其特性

正交变换和 SO(3) 群

固连在刚体上的坐标架被称为随体坐标架. 所谓固连就是说, 在这个坐标架

下, 刚体任意点的坐标不变. 三个坐标轴的方向分别为 e′
1, e

′
2, e

′
3. 我们随后的讨

论只与这三个基矢有关, 这直接证明了对刚体转动的描述与参考点无关.

在惯性系中的坐标架为 e1, e2, e3. 这三个基矢不随时间变化. 对于刚体上某

点的相对位置矢量既可以用 e 表示, 也可以用 e′ 表示. 我们记用 e 表示的坐标
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系数的列向量为

[r]{B} =


x1

x2

x3

 , r = x1e1 + x2e2 + x3e3 (6.124)

同样地, 在 e′ 表达下:

[r]{B′} =


x′1

x′2

x′3

 , r = x′1e′
1 + x′2e′

2 + x′3e′
3 (6.125)

对于 [r]{B}, [r]{B′} 间的转换关系, 我们考虑 r 的不变性:

r =
∑

xjej =
∑

xjAije
′
i (6.126)

这样

x′i =
∑
j

Aijx
j (6.127)

就得到了两组坐标的转换关系. 其中 Aij 为转换矩阵, 其为 ei 在 e′ 表达下的列

向量排成的矩阵:

(Aij) = A = [e1, e2, e3] (6.128)

在刚体坐标系中, x′j 是恒定的, 因此在惯性系下, 刚体上点的运动就完全由 A 矩

阵描述.

我们来探究 A 矩阵的性质. 首先, 计算

(ATA)ij = ei · ej = δij ⇒ ATA = I (6.129)

也就是说, ATA = I. 进一步地, 考虑 A 变换前后的内积:

x′ · x′ = xATAx = x · x (6.130)

因此 A 矩阵保矢量长度不变. 对于这样的变换我们称其为正交变换, 满足式

(6.129) 的矩阵我们称其为正交矩阵. 更进一步地, 计算 A 的行列式:

det(A) = e1 · (e2 × e3) = 1 (6.131)
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而通过正交矩阵的条件中我们只能推出 det(A) = ±1, 对于 det = 1 的正交矩阵,

其就表征了所有三维空间中的转动, 构成 SO(3) 群.

作为矩阵, A 有 9 个分量, 列向量两两正交归一的条件给出了 6 个约束方程,

因此 A 的描述需要 3 个独立的自由参数, 这一点与之前我们对自由度分析的结

果吻合.

Euler 角

我们首先考虑一种特殊的转动. 这个转动绕 e3 轴转动 θ 角度. 这样, A 就可

以写成:

A =


cos θ sin θ 0

− sin θ cos θ 0

0 0 1

 (6.132)

根据群的性质, 我们只需要将三个转动合成, 就可以得到一个任意的转动:

A =


cosψ sinψ 0

− sinψ cosψ 0

0 0 1



1 0 0

0 cos θ sin θ

0 − sin θ cos θ




cosϕ sinϕ 0

− sinϕ cosϕ 0

0 0 1

 (6.133)

任意一个正交矩阵都一定可以写成如上形式. 这三个描述转动的角度就是著名的

Euler 角.

如图, 三个 Euler 角的物理含义在对称陀螺下可以看得更清楚. ϕ ∈ [0, 2π] 表

征进动, 被称为进动角; θ ∈ [0, π] 表征陀螺上下点头的运动, 即章动, 被称为章动

角; ψ ∈ [0, 2π] 表征自转, 被称为自转角.

角速度矢量

在地面参考系中:

[r]{B} = [AT ][r]{B′} (6.134)

刚体上某点的速度可以写为:

[ṙ]{B} = [ȦT ][r]{B′} (6.135)
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N
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图 6.1: Euler 角示意图 (图中大写字母坐标系对应文中带撇坐标系)

作者 Lionel Brits https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=3362239

而 AT 矩阵可以分解为三个矩阵相乘, 利用 Leibniz 法则就有

ȦT = Φ̇
T
ΘTΨT +ΦT Θ̇

T
ΨT +ΦTΘT Ψ̇

T (6.136)

下面我们分析单元旋转矩阵的导数的写法. 以 Θ 为例, 对于旋转矩阵, 当转

角趋于零时,

Θ =


1 θ 0

−θ 1 0

0 0 1

 = I − θL̂z (6.137)

而 L̂z 矩阵被称为生成元, 是一个反对称矩阵. 生成元满足对应的对易关系:

[L̂i, L̂j] =
∑
k

εijkL̂k (6.138)

因此,对于一个有限的 θ,我们可以将其分为无穷多个小份 θ/n,再让 n→ ∞,

就可以得到:

Θ = lim
n→∞

(
I − θ

n
L̂z

)n
= e−θL̂z (6.139)

因此其导数

Θ̇ = −θ̇L̂zΘ, Θ̇
T
= θ̇L̂zΘ

T (6.140)
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其余方向的旋转矩阵也是一样. 进一步地:

ȦT = ΦTΘT ψ̇L̂zΨ
T +ΦT θ̇L̂xΘ

TΨT + ϕ̇L̂zΦ
TΘTΨT

= AT
(
ψ̇L̂z + θ̇ΨL̂xΨ

T + ϕ̇ΨΘL̂zΘ
TΨT

) (6.141)

定义矩阵:

Ω = ψ̇L̂z + θ̇ΨL̂xΨ
T + ϕ̇ΨΘL̂zΘ

TΨT (6.142)

则

[ṙ]{B} = [ȦT ][r]{B} = [AT ][Ω][r]{B′} (6.143)

容易验证, Ω 是一个全反对称矩阵, 一定可以写成:

Ω =


0 −ω3 ω2

ω3 0 −ω1

−ω2 ω1 0

 (6.144)

于是

ṙ = ATΩAr = ω × r (6.145)

其中

ω = (ω′
1, ω

′
2, ω

′
3) (6.146)

被定义为角速度矢量.

接下来我们具体计算在随体系下的角速度分量. 经过计算, 我们容易发现:

ΨL̂xΨ
T = cosψL̂x − sinψL̂y

ΨΘL̂zΘ
TΨT = sin θ sinψL̂x + sin θ cosψL̂y + cos θL̂z

因此角速度矢量就可以用 Euler 角的导数写出:

ω =


ϕ̇ sin θ sinψ + θ̇ cosψ

ϕ̇ sin θ cosψ − θ̇ sinψ

ϕ̇ cos θ + ψ̇

 (6.147)
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需要说明的是, 这里的角速度分量是随体坐标系上的. 此式也被称为 Euler

运动学方程. 在惯性系下, 角速度矢量的表达为

ω =


ψ̇ sin θ sinϕ+ θ̇ cosϕ

−ψ̇ sin θ cosϕ+ θ̇ sinϕ

ψ̇ cos θ + ϕ̇

 (6.148)

6.3.2 刚体的动力学方程

接下来我们尝试写出刚体的 Lagrangian. 我们本节只考虑刚体的定点转动.

则利用角速度矢量, 刚体的动能可以写作:

T =

∫
1

2
dm(ω × r) · (ω × r) (6.149)

利用三重标积和矢积公式, 速度项可以写为

v2 = ω · (r2I − rr) · ω (6.150)

其中 I 为单位张量, rr 为位置矢量的并矢, 其分量定义为 (rr)ij = rirj. 这样, 我

们就可以把积分改写成角动量和某个只与刚体自身结构有关的量两次点乘, 其中

这个只与刚体结构有关的量为

J =

∫
dm(r2I − rr) (6.151)

被称为刚体的转动惯量张量, 是表征刚体在转动上惯性的量. 写成矩阵表示就是:

J =


Jxx −Jxy −Jxz
−Jxy Jyy −Jyz
−Jxz −Jyz Jzz

 Jij =

∫
dm(r2δij − rirj) (6.152)

对角线上的三个分量被称为刚体沿三个轴的转动惯量, 其余分量被称为惯量积.

容易发现, 惯量张量是一个对称张量, 这样我们总可以将其正交对角化为:

QJQT = diag(J1, J2, J3) (6.153)
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而其中

Q = [e1, e2, e3]

对应一组使得刚体惯量张量对角化的基矢, 这三个基矢所确定的三个轴被称为刚

体的惯量主轴. 我们之前描述角速度的时候就可以选取惯量主轴作为刚体的固连

坐标架, 这样刚体惯量张量是对角化的, 动能写出来就是:

T =
1

2

∑
i

Jiω
2
i (6.154)

这样刚体的 Lagrangian 就可以写成

L =
1

2

∑
i

Jiω
2
i − V (ϕ, θ, ψ) (6.155)

刚体的动力学方程

刚体运动的方程可以写为:

dr = ωdt× r (6.156)

其几何含义为, 刚体绕法向量 n̂ = ω/ω 转动无穷小角度 dθ = |ωdt| 的结果. 这

样, 我们就可以依靠角速度矢量定义无穷小转角:

dθ = ωdt (6.157)

满足矢量的加法和交换律. 刚体的势能在无穷小的变化为

dV = −F · dr = −(r × F ) · dθ (6.158)

从这个式子可以看出, τ = r × F 似乎可以看作是广义坐标 θ 对应的广义力. 于

是 Lagrangian 为

L =
1

2

∑
i

J : ωω +

∫
τ · dθ (6.159)

对应的 Lagrange 方程为
d
dtJ · ω = τ (6.160)
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这就是刚体的动力学方程. 左边对比容易发现就是经典角动量的导数, 右边就是

经典力学中的力矩, 因此这个式子也就是刚体的角动量定理. 我们选取刚体的主

轴作为角动量的描述, 则角动量导数可以写成:

L̇ =
∑
i

Jiω̇iei +
∑
i

Jiωi(ω × ei)

=
∑
i

(
Jiω̇i +

∑
j,k

εjkiJkωkωj

)
ei

(6.161)

这样, 运动方程分别写到三个分量就为:

J1ω̇1 + (−J2 + J3)ω2ω3 = τ1

J2ω̇2 + (−J3 + J1)ω3ω1 = τ2

J3ω̇3 + (−J2 + J1)ω2ω1 = τ3

(6.162)

此式就是著名的 Euler 动力学方程. 对于无外力矩的情形, 使用此方程求解较为

简单.

对于对称刚体 (J1 = J2 ̸= J3) 的情形, 则直接利用 Euler 角的 Lagrange 方程

来求解更为简便. 这种情况下, Lagrangian 为

L =
1

2
(J1 sin2 θϕ̇2 + J1θ̇

2 + J3(ϕ̇ cos θ + ψ̇)2)− V (θ) (6.163)

观察到 ϕ, ψ 为循环坐标, 对应守恒的广义动量

pϕ = J1 sin2 θϕ̇+ J3(ϕ̇ cos θ + ψ̇) cos θ

pψ = J3(ϕ̇ cos θ + ψ̇)
(6.164)

带回得到关于 θ 的 Routh 函数:

−R =
1

2
J1θ̇

2 − (pϕ − pψ cos θ)2
2J1 sin2 θ

−
p2ψ
2J3

− V (θ) (6.165)

仿照有心力场中的讨论, 可以引入 θ 变化的有效势能4:

Veff =
(pϕ − pψ cos θ)2

2J1 sin2 θ
+

p2ψ
2J3

+ V (θ) (6.166)

4有的地方会去掉第二个常数项, 但这里保留以方便地利用 H 守恒来解决问题.
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一些特定的初始条件下, 在 θ 在其平衡位置是稳定的, 因而刚体会在一定的

扰动下产生章动, 这里就不具体讨论.

6.3.3 自由刚体的运动

利用 Euler 动力学方程和 Lagrange 方程, 我们可以研究刚体运动的两种情

形.

第一种是无外力矩的自由刚体. 利用 Euler 动力学方程, 我们有:

J1ω̇1 + (−J2 + J3)ω2ω3 = 0

J2ω̇2 + (−J3 + J1)ω3ω1 = 0

J3ω̇3 + (−J2 + J1)ω2ω1 = 0

(6.167)

分别将每个方程乘上对应的角速度相加就可以得到

J1ω1ω̇1 + J2ω2ω̇2 + J3ω3ω̇3 = 0 (6.168)

这个式子给出了能量守恒
1

2

∑
Jiω

2
i = E (6.169)

类似地, 将每个方程乘上对应的角动量相加得到

J2
1ω1ω̇1 + J2

2ω2ω̇2 + J2
3ω3ω̇3 = 0 (6.170)

这个式子对应了角动量大小不变

L2 =
∑

J2
i ω

2
i (6.171)

观察发现, 若以 J1ω1, J2ω2, J3ω3 作为三个坐标轴, 能量守恒的要求确定了一

个三个半轴分别为
√
2EJ1,

√
2EJ2,

√
2EJ3 的椭球, 而角动量守恒的要求上述三

个坐标在一个半径为 L 的球上, 因此刚体的角动量允许的运动就是绕椭球和球的

交线进行运动.
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需要注意的是, 刚体的角动量矢量仍然是守恒的, 不过刚体的主轴坐标架却

在时刻转动, 因此沿三个主轴的角动量分量也在不断变化. 在主轴系下, 角速度矢

量在运动, 而在实验室系下, 是主轴在运动. 这两种观点是等价的.

俄罗斯宇航员 Dzhanibekov 于 1985 年在太空中发现, 旋转的螺母可以绕某

些轴稳定旋转, 但是在绕着另外某些轴旋转时, 微小的扰动会使螺母翻转. 从轨迹

的观点看, 有些交线是绕着顶点的, 而另外一些交线会穿过整个椭球导致翻转现

象. 我们从 Euler 方程出发, 认为 J3 > J2 > J1. 若刚体最开始绕 J3 轴旋转并产

生微小扰动, 这时 ω2, ω1 都很小, 因此 ω̇3 ≈ 0, 可以认为是常数. 这样将 1 方向的

方程再次求导并将 2 方向方程带入:

ω̈1 +
(J3 − J2)(J3 − J1)

J1J2
ω2
3ω1 = 0 (6.172)

这个方程的回复力系数是正的, 代表 ω1 的运动是稳定的, 因此我们前述假设一直

成立, 不会发生翻转现象. 对其他轴, 根据对称性我们只需要轮换指标. 若绕初始

绕 1 轴旋转, 则 ω2 的方程为:

ω̈2 +
(J1 − J2)(J1 − J3)

J3J2
ω2
1ω2 = 0 (6.173)

系数也是正的, 因此运动也是稳定的. 但对于绕 2 轴旋转, 由于 (J2 − J3)(J2 − J1)

是负的, 因此角速度的运动是不稳定的, 从而产生翻转现象. 这种刚体绕转动惯

量为中间值的轴方向旋转运动在微小扰动下不稳定的现象被称为 Dzhanibekov

效应, 或被称为网球拍定理.

以上的分析是针对非对称刚体而言的, 对于对称刚体的分析会简单很多. 不

妨假设 J1 = J2, 这样直接得到 ω3 不变, 进一步地得到 ω1,2 的方程:

ω̈1,2 +
(J1 − J3)

2

J2
1

ω2
3ω1,2 = 0 (6.174)

利用 ω1, ω2 的导数关系以及角动量守恒. 我们容易发现, 角动量矢量在绕着 J3 这

一轴以角速度

Ω =
I3 − I1
I1

ω3 (6.175)

进动. 但实际上的角动量矢量是不变的, 因此在实验室系的视角下, 就是刚体的随

体坐标架在绕着不变的 L 矢量进动.
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6.4 连续体系的分析力学

6.4.1 标量场的场方程

连续体系下的经典力学函数

对于连续体系, 系统有无穷多个自由度. 之前我们所研究的有限自由度体系

下, Lagrangian 是广义坐标和广义速度的函数, 对于自变量无穷多的函数, 就需要

过渡到泛函. 因此, 连续体系的 Lagrangian 以及 Hamiltonian 都是泛函, 而非函

数. 对空间中位矢为 x 的每一个点, 都有与之对应的广义坐标和广义速度 (以及

广义动量). 如果这样的广义坐标只有一个, 那么我们称这样的场为标量场. 通常

用 ϕ = ϕ(x, t) 来表示这个“广义坐标”. 作为泛函的自变量, 这应当是一个函数,

因此 ϕ(x, t) 被称为场函数. 根据一般的泛函假设, Lagrangian 或者 Hamiltonian

应该可以写成:

L =

∫
d3xL(ϕ, ϕ̇,∇ϕ) (6.176)

被积函数的物理意义为单位体积内的 Lagrangian, 因此 L 被称为 Lagrangian

密度. 对应的, 设与 ϕ 共轭的广义动量为 π(x, t), Hamilonian 可以被写成

H =

∫
d3xH(ϕ, π,∇ϕ) (6.177)

对应的 H 被称为 Hamiltonian 密度.

一个需要考虑的问题是, 如果将时空坐标 xµ 作为标记粒子的参数, 那么对应

的广义坐标就是 ϕ, 广义速度就是 ϕ̇, 但是我们在 Lagrangian 密度中写出的 ∇ϕ

项在离散体系的 Lagrangian 中是没有对应的. 为了思考其物理意义, 我们仍然考

虑把场离散化, 那么 ∇ϕ 表征的就是两个粒子间的广义坐标的差. 而在写两个粒

子间的势能项时, 这个量通常是我们需要的. 因此, ∇ϕ 表征的就是场自身具有的

能量. 另外一个问题是, 为什么 L 或 H 中没有出现 ϕ 关于时空坐标的高阶导数,

例如 ∇2ϕ. 事实上, 从纯数学的角度来说出现这些项是完全没有问题的. 但是, 物

理上说, 不应该出现时间的二阶及以上导数, 因为这样给出的运动方程会出现三

阶及以上的导数. 在经典力学中, 我们假设已知系统的态 (即位置和动量) 就可以
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完全预测系统之后的运动, 但是给出的三阶及以上的导数就需要更多的信息, 因

此出现高阶导数与经典力学的基本假设矛盾. 进一步地, 在相对论中, 为了保持时

间空间的地位等价性, 我们也要求对空间的导数不出现高阶项. 从量子力学的角

度来说, 将这样的场量子化也会导致一些困难.

接下来我们考虑对应场的作用量:

S =

∫
dt
∫

d3xL (6.178)

为了体现时空对称性, 我们引入四维矢量:

(xµ) =


ct

x

y

z

 , µ = 0, 1, 2, 3 (6.179)

以及四维 nabla 算符:

∂µ =
∂

∂xµ
(6.180)

并且引入 Einstein 求和约定, 即对上下出现的重复指标项自动求和.

这样, 作用量就可以写作:

S =

∫
d4xL(ϕ, ∂µϕ, xµ) (6.181)

或者用 Hamiltonian 写出:

S =

∫
d4x

(
ϕ̇π −H(ϕ, π, xµ)

)
(6.182)

需要注意的是,我们通常用 ϕ̇来表示场函数对时间的偏导数,因为这种情况下,对

时间的全导数是没有物理含义的.

场的运动方程

对 S 取变分时, 我们考虑的是在固定时空坐标下的 ϕ 的微小变化. 这样, 仿

照之前的讨论, 有

δ∂µϕ = ∂µδϕ
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在 Lagrange 力学的体系下, 变分方法为

δS =

∫
d4x

(
∂L
∂ϕ

δϕ+
∂L

∂(∂µϕ)
δ∂µϕ

)
=

∫
d4x

[
δϕ

(
∂L
∂ϕ

− ∂µ
∂L

∂(∂µϕ)

)
+ ∂µ

(
∂L

∂(∂µϕ)δϕ

)] (6.183)

对第二项利用 Gauss 定理转化为在时空边界上的积分. 利用固定边界条件, 这一

项为 0. 这样变分就只剩下前两项, 为了使积分在任意变分下恒为零, 我们要求:

∂µ
∂L

∂(∂µϕ)
− ∂L
∂ϕ

= 0 (6.184)

这就是标量场的场方程. 事实上, 我们完全可以将上述讨论拓展到多维情况. 取

三个广义坐标 (ϕx, ϕy, ϕz) 就可以得到类似的矢量场的场方程.

例 6.1.

我们取 Lagrangian 密度为:

L =
1

2

(
ϕ̇2 − a2(∇ϕ)2

)
带入场方程得到 (

∇2 − 1

a2
∂2

∂t2

)
ϕ = 0

说明具有这样 Lagrangian 密度的场具有波动形式的解. 波速为 a.

如果我们使用 Hamilton 力学的范式, 同样地, 对 S 做变分:

δS =

∫
d4x

[
−δϕ

(
π̇ +

∂H
∂ϕ

− ∂µ
∂H

∂(∂µϕ)

)
+ δπ

(
ϕ̇+

∂H

∂π

)]
(6.185)

得零也可以得到 Hamilton 正则方程:
π̇ = −∂H

∂ϕ
+ ∂µ

∂H
∂(∂µϕ)

ϕ̇ =
∂H

∂π

(6.186)
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需要注意的是, 这与离散体系的 Hamilton正则方程的形式并不完全一样. 在广义

动量密度的变化上还需要添加场内部相互作用产生的影响.

仿照之前的讨论, 取某一空间点处 H 和 L 的全微分进行对比可以得到一些

关系和广义动量的表达式:

π =
∂L
∂ϕ̇

(6.187)

以及
∂L

∂(∂µϕ)
= − ∂H

∂(∂µϕ)
(6.188)

6.4.2 Noether 定理

我们接下来考虑连续体系的 Noether 定理. 在考虑无穷小变换时, 我们需要

考虑时空坐标 x 的变换和场函数 ϕ 的变换. 从对连续无穷小变换的讨论可以得

到变换的形式:

x′µ = T µ(x) → x′µ − xµ ≡ ∆xµ =
∑
l

∂T µ

∂αl

∣∣∣∣
α=0

∆αl (6.189)

场函数的变换相对复杂. 场函数的变化分为两个部分. 一个是我们不做时空

变换,场的某种无穷小变化 δϕ. 另一个部分是我们改变时空坐标引起的场的变化.

我们记总的变化为 ∆ϕ, 那么有关系:

∆ϕ = ϕ′(x′)− ϕ(x′) + ϕ(x′)− ϕ(x) = (∂µϕ)∆x
µ + δϕ (6.190)

总变化 ∆ϕ 是一个无穷小的连续变化:

∆ϕ =
∑
l

∂Φ

∂αl

∣∣∣∣
α=0

∆αl (6.191)

接下来我们考虑区域的作用量变化. 我们在变换前进行积分的区域为 D. 则变换

前后作用量的变化为

S ′ − S = −
∫
D

d4xL+

∫
D′

d4x′L′ (6.192)
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x x′
ϕ(x)

ϕ′(x)

δϕ
∆ϕ

图 6.2: 场函数的变化

如果我们将 x′ 视为 x 的函数, 那么对 x 在 D 上积分就是对 x′ 在 D′ 上积分, 这

样我们可以保证两项的积分边界是一致的. 则

∆S =

∫
D

d4x

(∣∣∣∣∂x′µ∂xν

∣∣∣∣L′ − L
)

(6.193)

其中 ∣∣∣∣∂x′µ∂xν

∣∣∣∣, ∂x′µ

∂xν
= δµν +

∂∆xµ

∂xν

为变换的 Jacobi 行列式. 我们具体计算这个行列式. 根据行列式的计算方法, 如

果我们在第一行选取了一个非对角元 (一阶小), 那么一定就需要在另外一行选择

另外一个非对角元 (也是一阶小), 产生了一个至少二阶小的项. 因此在保留最低

阶小量的情况下, 我们只需要考虑对角元.∣∣∣∣∂x′µ∂xν

∣∣∣∣ = 1 + ∂µ∆x
µ (6.194)

接下来我们需要考虑 L′ 与 L 的关系. 与场变换一样, 我们需要考虑同时空

下场的变化和时空变化引起的场的变化. 即:

L′ − L = L(ϕ′(x′), x′, ∂µϕ
′(x′))− L(ϕ(x), x, ∂µϕ)

= L(ϕ′(x′))− L(ϕ′(x)) + L(ϕ′(x)) + L(ϕ(x))

= (∂µL)∆xµ +
∂L
∂ϕ

δϕ+
∂L

∂(∂µϕ)
∂µδϕ

(6.195)
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带回得到:

∆S =

∫
D

d4x (∆L+ L∂µ∆xµ)

=

∫
D

d4x

(
L∂µ∆xµ + (∂µL)∆xµ +

∂L
∂ϕ

δϕ+
∂L

∂(∂µϕ)
∂µδϕ

)
=

∫
D

d4x

(
∂µ(L∆xµ) +

(
∂L
∂ϕ

− ∂µ
∂L

∂(∂µϕ)

)
δϕ+ ∂µ

(
∂L

∂(∂µϕ)
δϕ

)) (6.196)

带入场方程并利用规范对称性的条件得到:

∂µ

((
Lδµν −

∂L
∂(∂µϕ)

∂νϕ

)
∆xν +

∂L
∂(∂µϕ)

∆ϕ+∆Λµ
)

= 0 (6.197)

我们令

jµ =

(
Lδµν −

∂L
∂(∂µϕ)

∂νϕ

)
∆xν +

∂L
∂(∂µϕ)

∆ϕ+∆Λµ = (ρc, j) (6.198)

那么 ∂µj
µ = 0 给出

∂ρ

∂t
+∇ · j = 0 (6.199)

正是连续性方程. 其物理意义是,∫∫∫
全空间

ρd3x = Const. (6.200)

为守恒量. 所以我们称得到的四维矢量 jµ 为守恒流.

所以, 连续介质下的 Noether 定理是说, 一种 l 个参量的连续变换对称性一

定对应 l 个守衡流. 进一步带入对应的变换形式, 我们就可以写出这 l 个守衡流:

jµl =

(
Lδµν −

∂L
∂(∂µϕ)

∂νϕ

)
T νl +

∂L
∂(∂µϕ)

Φl + Λµl (6.201)

若 L 不显含 x, 这说明张量

J µ
ν =

∂L
∂(∂µϕ)

∂νϕ− Lδµν (6.202)

为守恒量. 具体带入连续性方程容易发现, 这个张量守恒的 0 分量给出 H 守恒,

1 ∼ 3 分量给出动量守恒. 这个张量被称为能量-动量张量.
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例 6.2. Maxwell 张量

电磁场的 Lagrangian 密度为

L = − 1

4µ0c
(∂µAν − ∂νAµ)(∂

µAν − ∂νAµ) (6.203)

其中 Aµ 为四矢势. 则给出的能动张量的 1 ∼ 3 分量就是电磁场的应力张量, 也

被称为 Maxwell 应力张量.

T = ϵ0

(
EE − 1

2
E2I

)
+

1

µ0

(
BB − 1

2
B2I

)
(6.204)



附录 A 变分法

A.1 E-L 方程

变分法起源于对最速降线的研究. 问题是, 给定 A,B 两点, 如何确定一个轨

道使得小球沿该轨道在重力作用下运动到 B 的时间最短. 换句话说, 就是使得表

达式

t =

∫ x2

x1

√
1 + y′2√
2gy

dx

取得最小值. 这与通常的函数最小值不同. 因为这时的“自变量”是函数, 或者说

有无穷多个自变量 y(x), x ∈ [x1, x2]. 因此一般最小值研究方法无法处理这种

问题, 人们为此引入了变分法.

变分法的研究对象是泛函. 所谓泛函, 即“函数的函数”, 是函数空间到实数

的映射. 通常用 J 来表示：

J : y → J [y] (A.1)

泛函的种类有很多, 比如线性泛函满足:

J [αy1 + βy2] = αJ [y1] + βJ [y2] (A.2)

因此容易观察到

J : y →
∫ b

a

f(x)ydx

就是一种线性泛函. 根据最速降线问题的抽象, 我们研究的泛函具有如下形式:

J =

∫ x2

x1

L(x, y, y′)dx (A.3)
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在很多问题中, 我们需要求泛函的稳定值. 而寻找这个稳定值需要确定一种

函数, 所以我们可以提前预估：极值条件应该是关于自变量函数的一种微分方程.

类比导数, 当函数取稳定值时, 有：

df
dx = 0 (A.4)

也就是：

df |x=x0 = 0 (A.5)

其含义是在极值点处, 自变量变化后其线性主部变化为零. 对于泛函, 也应当有函

数在其附近变化后, 泛函值几乎不变. 对于函数的变化, 我们称之为变分.

δy = δy(x) (A.6)

接下来证明一个引理：变分符号和导数符号可换序. 假设在某一点处：

y
∣∣
x+dx = y + dy (A.7)

变分后：

ȳ
∣∣
x+dx = y + dy + δy + dδy (A.8)

则新函数之导数：
dȳ
dx =

dδy
dx +

dy
dx (A.9)

即：

δ(y′) =
dȳ
dx − dy

dx =
dδy
dx = (δy)′ (A.10)

引理得证.

随后, 我们将 L 视作多元函数, 则有：

δJ =

∫ x2

x1

(
∂L

∂y
δy +

∂L

∂y′
δy′
)

dx (A.11)

注意到凑微分：

∂L

∂y′
δy′ =

∂L

∂y′
d
dxδy =

d
dx

(
∂L

∂y′
δy

)
− d

dx

(
∂L

∂y′

)
δy (A.12)
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带回：

δJ =

∫ x2

x1

(
∂L

∂y
δy +

d
dx

(
∂L

∂y′
δy

)
− d

dx

(
∂L

∂y′

)
δy

)
dx (A.13)

继续化简得到：

δJ =
∂L

∂y′
δy

∣∣∣∣x2
x1

+

∫ x2

x1

(
∂L

∂y
− d

dx

(
∂L

∂y′

))
δydx (A.14)

对于一般的变分, 在两端处的 y 固定, δy = 0, 因此取稳定值时要求：∫ x2

x1

(
∂L

∂y
− d

dx

(
∂L

∂y′

))
δydx = 0 (A.15)

由于 δy 并不是一个确定的函数, 如果上式恒等于零, 则要求：

∂L

∂y
− d

dx

(
∂L

∂y′

)
= 0 (A.16)

这就是欧拉拉格朗日方程, 简称 E-L 方程. 对于 y 在一端点取值不稳定时, 要取

得极值, 我们还同时需要确定 y 在 x2 处的值, 我们设这个值为 λ, 然后认为这个

参数固定求解欧拉拉格朗日方程并带回, 有：

J = J(λ) (A.17)

这就变成了一个单元函数求稳定值问题.

dJ
dλ
∣∣
λ0

= 0 (A.18)

可确定 λ. 再带回含有参数的函数, 即可确定函数. 对于两端均不固定的问题同

理.

A.2 多自由度变分

对于多个自由度的问题：

J =

∫ x2

x1

L(x, yi, y
′
i)dx (A.19)
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我们仿照单自由度的推导, 可以得到：∫ x2

x1

∑(
∂L

∂yi
− d

dx

(
∂L

∂y′i

))
δyidx (A.20)

由于各个 δyi 相互独立, 则有：

∂L

∂yi
− d

dx

(
∂L

∂y′i

)
= 0 (A.21)

联立微分方程组即可得到结果.

A.3 约束变分

在进行变分时, 可能存在约束. 此时, 要是忽略约束的存在强行变分, 就会得

到错误或者无效的结果. 例如求解等周面积极值问题时, 忽略约束会得到 r = 0

的结果. 这在没有周长约束的情况下显然时正确的, 但却并不是我们想要的结果.

假设存在约束, 其形式为：∫ x2

x1

Pi(x, y, y
′)dx = 0 (A.22)

如何处理？我们将函数离散化, 则函数在每个离散的 xi 的取值都是一个变量, 而

对这些变量存在约束. 这使我们想到拉格朗日乘子法, 其求解的方法是构造一个

拉格朗日函数：

L = L+
∑

λiPi (A.23)

再求解这个函数的极值. 如此, 我们可以类比拉格朗日乘子, 将约束乘上乘子再带

回到原来的函数中：∫ x2

x1

(
L(x, yi, y

′
i)−

∑
λiPi(x, y, y

′)
)

dx (A.24)

再进行变分即可：
∂L

∂y
− d

dx

(
∂L

∂y′

)
= 0 (A.25)

联立约束方程, 可以解出 λi 和所求函数.
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A.4 几何变分

变分问题中, 我们常常会遇到与曲线有关的变分. 例如著名的费马原理：

δ

∫
nds = 0 (A.26)

对于这种问题, 如何处理 ds 尤为关键. 引入切向单位矢量 τ 和曲线变分矢量 δr.

有关系：

ds = τ · dr (A.27)

而变化后的切向单位矢量：

τ ′ = τ + dδr (A.28)

以及矢量微分：

dr′ = dr + dδr (A.29)

计算弧微元的变化：

δds = (dr + dδr) · (τ + dδr)− ds = τ · dδr (A.30)

整体弧长的变化：

δs =

∫
τ · dδr = τ · δr

∣∣∣∣r2
r1

+

∫
δr · knds (A.31)

这便是弧变分. 其中 k 为曲率, n 为法向量.

同理, 也可以对面积的变分进行计算：

δdA = |δr × dsτ | (A.32)

利用法向量与切向量垂直的条件：

δdA = n · δrds (A.33)

积分：

δA =

∮
n · δrds (A.34)

这便是面积变分.
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